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AL REY 

NUESTRO SEÑOR. 



SÉNOR: ■ 



J-ja benigna acogida que han 
merecido á V. M. mis produc- 
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dones científicas, y las gracias 
que ha tenido á bien dispen- 
sarme, me imponen la estrecha 
obligación de ofrecer ahora á 
los pies del Trono una obra, que 
aunque pequeña en volumen, 
encierra sin embargo las ver- 
dades fundamentales de aque- 
llas ciencias , en que por la 
mayor parte estriba la feli- 
cidad de los Reinos. En su 
formación he tenido presentes 
las oportunas reflexiones que 
V. M. me ha hecho al presen- 
tarle mis escritos; y sin des- 
viarme un punto de ellas, he 
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vencido los obstáculos, he faci- 
litado las doctrinas, he puesto 
al alcance de todos, en cuanto 
me ha sido posible, algunas de 
las mas elevadas teorías , con 
el^ objeto de que se difundan 
las luces por las diversas cla- 
ses del Estado. 

Permítame,pues, V. M. que 
honre también con su augusto 
nombre este pequeño fruto de 
mis meditaciones, corno por un 
efecto de aquel empeño y efi- 
cacia con que desea F^.M. pro- 
mover los conocimientos útiles; 
y será una nueva gracia, que^ 
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mfidiré á las que me tiene dis- 
pensadas. 

Dios guarde la importante 
vida de V. M'. muchos años. 
Madrid ig de Diciembre de 
1818. 

SEÑOR: 
AL.R.P.deF.M. 



¡fosef 3\{iariano ^aiie^o. 
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PRÓLOGO. 



1^0 



^omo el 6n que me propuse al escri- 
bir mi tratado élemenlal de Matemáti- 
cas, fue el de formar Matemáticos de 
profesión, era indispensable que diese á 
conocer estas ciencias en el estado que 
en el dia se hallan , con todas las modi- 
ficaciones que ha reciHido su lenguaje, á 
consecuencia de los adelantamientos que 
en ellas se han becho.Por lo cual hubiera 
sido un defecto de mucha consideración 
el indicar una verdad, por sencilla que 
fuese , sin llevarla hasta la evidencia , ó 
dejar ceñidas á casos particulares algu- 
nas otras á que correspondiese por sd 
importancia una demostración general. 
De esta manera no se encontraria, entre 
aquel tratado elemental y las obras ma- 
gistrales , la dependencia y relación ne- 
cesaria, para que la estudiosa juventud 
llegase á la cabal inteligencia de los es- 
critos que han publicado los célebres y 
profundos GeiímetTas de Europa , ni se 
Ibrmarian -jamas dignos profesores , ca- 
paces de adelantar unas ciencias que 
tanto inflayen en la prosperidad de los 
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Estados. Más como no todos paeden as- 
pirar por una parte á tan alto pnnto de 
perfección , y por otra son muchos los 
qae necesitan teneralgunos conocímien* 
tos de estas ciencias , be creído tjue no 
podía hftcer mayor servicio á unos y á 
otros , que presentarles en un Compen- 
dio, como ahora lo hago , las verdades 
fundamentales de los diferentes ramos 
de que se componen. De este modo el 
comerciante, el oñcinisla y el artesano, 
tendrán las noticias necesarias para con- 
ducirse con acierto en sus operaciones: 
el médico, jurista , canonista y teólogo^ 
lo que mas les interese saber para el 
completo estudio desús respectivas fa- 
cultades ; y lodos adquirirán las precisas 
ideas para distinguir el verdadero mé- 
rito, y saber apreciar las fatigas que los 
Matemáticos se toman en beneficio de 
la humanidad. ; 

Para cumplir con todas estas miraSj 
se ha procurado conciliar en esta obra 
la brevedad con la claridad : se lian en- 
lazado todas las materias que en ella se 
tratan, con el orden y exactitud que. por 
su naturaleza piden ; y se han puesto al 
alcance de todos , en Cuanto posible ha 
sido^ hasta los principios elemental^ de 
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las teorías mas sublimes. Hablaría sobre 
este asunto tan difícil con menos satis- 
facción , si todo lo que contiene este 
Compendio fuese obra mía; pero su com- 
posición se debe por la mayor parte á la 
laboriosidad de mi hermano el Capitán 
D. Andrés Vallejo, que se halla de pro- 
fesor en el Colegio militar de Valencia: 
su infatigable celo por la instrucción le 
ha hecho entrar en largas y detenidas me- 
ditaciones; ha simplificado los métodos; 
ha variado muchas demostraciones, y ha 
sustituido otras de no poca elegancia y 
sencillez : entre las cuales la del § a3i 
merece una particular atención por su 
mucha importancia y trascendencia ; y 
reuniendo sus tareas á las mias , hemos 
conseguido , sino me engaño, satisfacer 
los votos y. deseos de tantos sabios y li- 
teratos , que con un empeño decidido 
nos han instado repetidas veces, para que 
en un pequeño volumen reuniésemos lo 
mas fundamental de las ciencias exac- 
tas , para la instrucción y utilidad de 
todos. 



)j,:», -.Google 



ADVERTENCIA, 

Un número dentro de un paréntesis denota 
que la operación 6 proposición en que se funda 
la que se está efectuando , se halla en el párrafo 
que dice dicho número; ademas se pondrá la señal 
§ cuando las citas estén entre cálculos. 

Si alguno desease mas estension sobre cual- 
quier punto de los contenidos en este Compendio, 
podrá consultar el Tratado Elemental en el pa- 
raje correspondiente. 
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XVI ■ IHTRODÜCCIOIÍ. 

ma , por medio de la cual de muchos ohjetos que se 
nos presentan , eJejimos uno para hacernos cargo 
de él ; ybaciendo lo mismo con todos los demás, 
se vendrá en conocimiento de todos ellos. 

Como casi todos los objetos son compuestos, 
DO basta la atención sola para conocerlos , sino 
que es necesario ir considerando cada una de'sua 
partes , y esto se consigue por la análisis , y es 
(íBp operación del alma , por medio de la cual se 
descompone un todo en sus partes , para ver qué 
relación tienen entre sí y con el mismo todo, y se 
vuelven á juntar otra vez para que compongan el 
mismo todo. Por ejemplo, si tuviésemos que ha- 
cernos cargo de los muebles que habia en una 
sata, por medio de Ja atención elejiríamos uno, 
V. g. un relox; y por medio de la análisis le des- 
compondríamos en las diferentes piezas de que 
constaba , para ver qué relación tenian entre ■sí y 
con el total de la máquina ; y después las vol- 
veríamos á juntar para formar el relox. Lo mis- 
mo se ejecutarla con todos ios demás muebles. 

' La exactitud de las ideas depende del mayor , 
grado de análisis que se haga de los objetos ; y 
fie aquí resulta otra división de las idea^ , que es 
la contenida en el siguiente ejemplo. Si de mu- 
chos sujetos que han estado en una casa , uno 
sólo 9Q< acordase de la calle en que está dicha 
casa, babfá analizado muy poco, y la idea que 
de ella tiene se llama obscura. Otro que sabiendo 
la caite , siílo dudase entí-e doe 6 tres casas , habrá 
analizado mas, y la idea que tiene de la casa se 
llama confusa. Otro que entrando en la caite, 
se fuese 'derecho á U casa sin preguntar i nadie, 
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INTRODUCCIÓN. . XVII 

habrá analizado mas , y la idea qué tiene de la 
casa se llama clara. Y otro que no sólo supiese- 
la casa , sioo que estando lejos dg ella , fuese 
capaz de dar á otro tales señas, que sin pIPeguntar 
á nadie se fuese derecho á ella , este habrá anali- 
zado mas que todos, y la idea que tiene de la casa 
se llama distinta 6 exacta. Esta es ta idea que he- 
mos de procurar en todos nuestros conocimientos. 

Si después de haber examinado dos objetos, 
T. g. dos relojes , prestamos nuestra atención á 
ambos á un mismo tiempo, entonces se dice que 
los comparamos :, de manera que comparación es 
una operación del alma., por medio de la cual pres- 
tamos nuestra atención á un misma tiempo á dos 
objetos. De la comparación resultará que el uno 
será mejor, mayor, iScc. que el otro ; y este grado 
de mejoría , mayoría , &c. se llama relación, que 
«o es mas que el resultado de la comparación. 

Cuando al comparar dos ideas hallamos que 
convienes, ó no, ¿ interiormente nos convence- 
mos de ello (coipo cuando me convenzo de que 
la nieve es blanca) , formamos lo que se llama 
juicio , que es una operación del alma , por medio 
de la cual afirmamos á negamos una cosa de otra. 

Sí se espresa el juicio con palabras ( como 
8Í yo le digo á otro la nieve es blanca ), se llama 
propQsicioifí, de manera que proposición es un jui- 
cio espresado por palabras. 

La proposición consta de tres partes : sujeto^ 
que es la cosa de que se habla ( v.^. en la an- 
terior la nieve) ; predicado , que es lo que se 
afirma 6 niega del sujeto ( v. g. blanca ) ; y cópula ■ 
el verbo (v. g. et) , que los une ó separai 
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lar : como cuaado se dice en vez de un peso duro 
se pueden tomar cinco pesetas. . 
^ Escolio es una proposición en que se espUca ó 
advierte alguna cosa. 

Lema es una proposición que perteneciendo á 
otro asunto diferente del que se trata , se enuncia 
para que sirva de ilustrados ó principio de lo 
mismo que se Va á tratar.' 

También hay proposiciones condicionales ; la 
parte eo que entra la condición se llama hipóte- 
sis ; y la otra , que es lo que se asegura ^ se 
llama tesis. 

Esto supuesto ^ se llama ciencia el conjunto 
ds todas las proposiciones evidentes y ciertas per- 
tenecientes á un asunto , enlazadas entre sí con 
. cierto orden. 

Este orden ó dependencia es lo que se llama 
método f que es el orden que se sigue en la adqui- 
sición (ó esposicion ) de nuestros cflnocimienlos. La 
circunstancia esencial del método es que se pro~ 
ceda siempre de lo conocido á lo desconocida ; si se 
nos dan conocidas las partes , y por ellas hemos 
de venir en conocimiento del todo , el método se 
llama sintético 6 de composición ; y si , conocido 
el todo , hemos de conocer sus partes , el método 
se llama analilieo ó de descomposición. 

Si observamos un cuerpo cualquiera, v. g. 
un libro , le hallaremos, dotado de muchas propie- 
dades, como son: ocupar un espacio cualquiera, 
que se llama estenston ; no poder ocupar otro 
cuerpo el mismo espacio que él á un mismo 
tiempo , que se llama impenetrabilidad ; serle 
indiferepte el moverse ó estarse quieto , que se 
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llama inercia ; poder ser trasladado de una parte 
del espacio á otra, que se llama movilidad'^ poder 
permanecer siempre en un mismo sitio , que se 
llama quiescibiUdad :, dirijirse hacia la tierra in- 
mediatamente que le falta el apoyo que le sostie- 
ne, que se llama gravedad:, el estar terminado de 
esta ó de la otra manera, que es lo que constituye 
su forma ó su figura^ y se llama figurabilidad,^ 
&C.&C. ; y también la de poder ser mayor ó me- ' 
□or, que se llama cantidad'^ de manera que can- 
tidad es todo lo que puede aumentar ó disminuir. 

La cantidad se divide en discreía y continua^ 
discreta es aquella cuyas partes no tienen ninguna 
trabazón ni enlace, como un montón de pesos du- 
ros; y continua es aquella cuyas partes están unidas 
entre sí, como las partes de plata que componen 
un duro. La cantidad forma el objeto de las Ma~ 
temáticas ; de manera que entendemos por Mate- 
máticas ííií ciencias que tratan de averiguar las 
relaciones y propiedades de la cantidad. Como esta 
sólo es susceptible de aumenta ó diminución, las 
Matemáticas sólo podrán espresar^ componer y ^eS' 
componer las cantidades:, y cuando se ejecuta cual- 
quiera de estas operaciones, se dice que se calcula. 

Las Matemáticas se dividen en puras y mis- 
tas:, se .llaman puras las 'que tratan de la cantidad 
con la mayor abstracción'^ y mistas son las que con- 
sideran la cantidad en alguna de las propiedades 
de los cuerpos. Los ramos de las Matemáticas pu- 
ras son dos: uno que tr.ita de la cantidad discreta, 
que se llama Aritmética universal , que se divide 
en Aritmética propiamente dicha y en Algebra ; y 
otr-o que trata de la cantidad continua 6 de la 
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estension, que sie Uania Geometría, l/os tratados de 
las Matemáticas mistas son tantos como propie- 
dades tienen los cuerpos; y aun una misma pro- 
piedad da orijen á diferentes tratados. Por ejemplo: 
et movimiento considerado en Ior cuerpos terres- 
tres sólidos, da orijen á la Dinámica:, considerado 
en los líquidos, orijina la Hidrodinámica ó Hi- 
dráulica ; considerado en los cuerpos celestes, oñ- 
jina la Astronom/a, &c. &c. &c. 

Estas nociones estudiadas coa buen método, 
son suñcientes para poder comprender todos los 
conocimientos que vamos á esponer. 



Nombre ^ figura y valor de algunas letras griegas^ 
de que haremos uso en adelante. 
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ARITMÉTICA. 

Nociones preliminares ., numeración ^ dijfisiony sub- 
división de las unidades de pesos y medidas. 



t Oe llama unidad cualquier cantidad que se 
elije á toma para que sirva de término de compara- 
ción 6 medida respecto de todas las de su especie. 
V. g. en una cantidad de dinero espresada en reales^ 
ñrve el real de unidad; espresada en duros, sirve 
el duro, &c. 

El agregado ó conjunto de varias unidades forma 
lo que se llama número. O de otro modo : cuando 
comparamos una cantidad de dinero con un duro 
(ó real, &c.) con el fíu de averiguar los duros (á rea- 
les , &c.) que hay , el resultado de este comparacJoD 
se llama número. Así, cuando después de haberlos 
contado decimos que hay tantos duros (d reales) , la 
palabra tantos es el ndmero. 

Y.se llama Aritmética la ciencia que trata de ave- 
riguarlas relaciones y propiedades de la cantidad eí- 
presada por números. 

3 La Aritmética sólo puede hacer con los ntíme- 
ros las tres operaciones de -espresarlos , componerlos 
y descomponerlos. La parte que trata de espresar los 
niimeroB , se llama numeración. Esta puede ser ha- 
blada ^ y puede ser escrita; la numeración hablada 
consiste en espresar con palabras las diferentes co- 
lecciones de unidades. 

3- Para darla i conocer observaremos que cual- 
quier objeto que nos presenta la naturaleza , es en sí 
lo que llamamos uno ; esto supuesto , el agregado de 
uno y uno, se espresa con la palabra dos., y por lo 
tanto dos equivale á u^o y uno; para eapresar el con- 
junto de dos y uno , se usa dé la palabra tres ; tres 
y uno se espresa con la palabra cuatro i cuatro y uno 
con U palabra cinco í cinco y uno con la palabra seis^ 
A T.I. 
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3 ARITMÉTICA. 

EeÍ9 j uno con la palabra siete ; siete y uno con la pa- 
labra ocho; ocho y uno con la palabra nueve; nueve 
y uno con la palabra diez. 

4 Ahora se toma esta colección de diez unidades 
por una nuera unidad , que te llama unidad de de- 
cena , y ee continua contando por decenas y unida- 
des , diciendo : diez y uno , diez y dos , &:c. j más por 
una irregularidad del lenguaje , en vez de diese y uno 
sé dice once ; en vez de diez y dos se dice doce ; en 
vez de diex y tres se dice trece ; en vez de diez y 
cuatro se dice catorce ; en vez de diez y cinco se 
dice quince ; y después se continda regularmente dieK 
y seis , diez y siete , diez y ocho , diez y nueve ; y 
para espresar dos dieces ó decenas se usa de la pala- 
bra veinte^ y se continiia diciendo; veintiuno^ vein- 
tidós^ veintitrés,... veintinueve; y para espresar tres 
dieces á decenas (y en general cualquier colección de 
decenas] se moditica la palabra tres [ó cuatro, cin- 
co, fice.) que las espresa, con la tersiinacion enta, y 
se dice treinta ; después se continda : treinta y uno, 
treinta y dos., treinta y tres^... treinta y nueve; eua- • 
tro dieces ó cuarenta , cuarenta y uno , cuarenta y 
dos,... cuarenta y nueve ^ cincuenta, cincuenta y uno,,¡ 
cincuenta y nueve-, sesenta , sesenta y uno.... sesenta 
y nueve i setenta, setenta y uno,... setenta y nueve; 
ochenta, ochenta y uno,,., ochenta y nueve ; noventa, 
noventa y uno,... noventa y nueve ; diez dieces ó de- 
cenas , que se espresan con la palabra ciento. 

5 Esta colección de diez decenas se toma por una 
nueva unidad, que se llama centena , y se continda 
contando por centenas , decenas y unidades , dicíen' 
do: ciento, ciento y uno,... ciento y diez,... ciento 
cincuenta y seis,... doscientos,... doscientos ochenta y 
cuatro,... trescientos,... cuatrocientos,,., quinientos,... 
seiscientos,.., setecientos,... ochocientos,... novecien- 
tos,... novecientos noventa y nueve. Añadiendo uno 
tendremos diez cientos , que se espres^ con la pala- 
bra mil; se toma' por una nueva unidad, que se lla- 
ma millar^ y se ccpntinda contando por millares, cen- ' 
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tenas, decenas y unidades , hasta teaer un millar de ' 
millares , que se llama millón ; este se vuelve á to- 
mar por uaidad , y se coatÍDÚa contando por millo- 
nes, centenas de millar, decenas de millar, milU- 
res , centenas , decenas j unidades , hasta tener un . 
millondc millones, que se llama billón. Después se 
continda contando hasta na millón de billones , que 
se llama trillan ; y bs( sucesivamente cuadrillan, qui' 
lian , sestillon , &c. &c. ; de modo^que sdlo coa las 
trece palabras uno, dos, tres, euatro, cinco, seis, sie- 
te, ocho, nueve, diez, ciento, mil y la millón modifi- 
cada , se pueden espreaar todos los nümctos de que 
puede necesitar el hombre. 

6 Xa numeración escrita consiste en espresar to- 
dos estos números con pocos signos , que se llaman 
cifras, guarismos ó carifctéres. La que nosotros va- 
mos á esplicar consta de los diez guarismos siguientes 

< » 2 í 3 í 4 ) 5 ) 6» 7 \ 8 , 9 , o ; 

y cada uno espresa la palabra que tiene debajoj ad- 
virtiendo que el carácter o significa la idea que teñe* 
mos de la nada, y s6\q sirve para ocupar en lus niime- 
TOB el lugar en donde faite alguna especie de upí'í«í!'>b- 

7 Para espresar con estas diez cifras todoE 
meros posibles, se considerará cada una de t 
dos valores: uno absoluto, que es el que le ai 
de fijar; y otro , relativo al lugar que ocupa 
do de derecha á izquierda. Así ,'el guarismo 
siempre espresará cuatro cosasj pero si está e: 
mer lugar de derecha á izquierda, serán cus 
dades; si está en el segundo cuntro decenas , 

8 £n general , él primer lugar, contando de de' 
recha á izquierda , está destinado para las unidades^ 
el segundo para las decenas; el tercero para las cen- 
tenas ; el cuarto para los millares ; el quinto para 
las decenas de millar ; el sesto para ¡as centenas de 
millar; el séptimo para los millones; el octavo para 
tas decenas de millón; el noveno para ¡as cententis de 
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millón } el décimo para ¡os millares de millón ; el 
undécimo para las decenas de millar de millón ; el 
duodécimo para las centenas de millar de millón ^ el 
decimotercero para los billones j el decimocuarto pa- 
ra las decenas de billón; el decimoquinto para la» 
centenas de billón ; el décimosesto para los millares 
de billón; el decimoséptimo para ¡as decenas de mi- 
llar de billón i el décimooctaoo para las centenas de 
millar de billón; el decimonono para ¡os trÍl¡ones¡ 
y así sucesivamente; el vigésimoquinto para los cua- 
drillones.... el írigésimoprimo para los qutllones^&c. 
■ 9 Egid supuesto , para escribir los nijmeros , se 
seguirán las reglas de una rigorosa traducción ; esto 
es, se colocarán sucesivamente los guarismos que es- 
presen el número de unidades de cada orden, los unos 
al lado de los otros , principiando por la izquierda, 
teniendo bien presente la sucesión de estos órdenes 
para no omitir ninguno, y ocupando con ceros los lu- 
gares de los órdenes de unidades que puedan faltar. 
IQ lia razón de empezar á escribir por la izquier- 
da , es que la uoidad de especie superior es la que 
está mas á la izquierda, / cuando enunciamos an ná- 
mero, principiamos por la especie superior. 

n Así, si quiero escribir el ndoiero cincuenta y 
-^siete mil, seiscientos y tres; lo primero escribiré la 
palabra cincuenta, que equivale (4) á cinco decenas;, 
por consiguiente , pondré en primer lugar un 5, que 
para que sean decenas debe seguir (8) á su derecha 
otro guarismo, el cual ha de ser el que esprese las 
unidades ; y convo después de cincuenta sigue la pa- 
labra siete, infiero que despaes del 5 debo poner un 
7 y tendré 57, con lo que están escritas las palabras 
cincuenta y siete. Ahora ^igue la palabra mil, lo que 
me indica que para que el 57 esprese miliares , fal- 
lan aun tres cifras (8) ; y como la primera qne debe 
seguir es Ja que esprese las centenas, y en el mi- 
mero dice seiscientos, escribiré el guarismo 6 para 
espresarlas, ; tendré 576. Después debe seguir el 
guarismo que egprese la« decenas j y como el udme- 
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ro dado no las tiene (pues no bajr en íl laa palabras 
diez , veinte , treinta ,.,. noventa^ que las espresan), 
pondré o y tendré 5760. Aun faltan las unidades; j 
como en el niimero propuesto dice tres , escribiré el 
guarismo 3 después del o y tendré 57603 , que ea- 
presa el oiimero que se queria. 

I B Con la misma facilidad se escribirá cualquier 
otro numeró, aunqae sea mas complicado. V. g. si 
quiero escribir el niímero ocho mil quinientos sesen- 
ta y tres millones , doscientos cuarenta y seis mil; lo 
primero escribiré por Jo dicbo antes 8563, con lo que 
tendré escritas Jas palabras ocho mil quinientos se- 
senta y tres. Gomo después sigue^ la palabra millo- 
nes, me da á conocor que faltan aun seis cifras (8), 
j la primera que debe seguir es U queesprese las 
centenas de millar ; y copio el ntjmero dice (antes de 
la palabra mil) doscientos , el primer guarismo que 
debo poner es el a , y tendré 85632. Ahora bao de 
seguir l^s decenas de millar; y como dice cuarenta^ 
tendré que poner el 4-y me resultará 856324, Des- 
pués siguen los millares; y cumo dice seis, pondré 
el guarismo 6 y tendré 8563246. Después deberán 
seguir las centenas, decenas y unidades que haya ea 
el aiímero propuesto ; y como después de las pala- 
bras seis mil no sigue nada, pondré tres ceros y ten- 
dré 8563346000, que espresa el numero dado, Hé aquí 
varios ejemplos para que se eje'rciien ios prinpiantes. 

I ." El niimero trescientos cuarenta se escribe 340. 

s.'^ El numero siete mil cincuenta y ocho se es- 
cribe 7058. 

3." £1 niimero noventa mil seiscientos diez se es- 
cribe 90610. 

4.° Doce millones , treinta y ocho mil setecien- 
tos cuatro se escribe 12038704, ' 

5.° Quinientos tres mil millones y noventa se es- 
cribe 5030QOO00090. 

13 Para leer uu ndmero cuando está escrito, se 
observará el lugar que ocupa cada guarismo y la es- 
pecie de unidades que espresa , y se pronuncia la pa- 
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lahfá correspondiente á cada uno. Esto ea íicW , bí 
el Jitimero tiene pocos guarismos; pero ai es compli- 
cado se divide en porciones de seis guarismos^ empe- 
zando per la derecha ; en la primera separación se 
pone un i, bien sea por taparte de arriba á bien por la 
de abajo; en la segunda un 2; en la tercera un 3, &'c.; 
después se divide cada porción de seis guarismos en 
dos de tres con una comoj y se empieza leyendo por 
la izquierda , pronunciando mil donde se encuentre ' 
una coma, y donde se halle un t ,un 2, un 3 , (^c. 
millón , billón , trilloo , &c. , y luego al fia se pro- 
nuncia unidades. Kjecutaiido esto cud el oiimero 
4683a I 57205700S I 54300807 

ttindrrf 468,33 1 573,057^002,1 54,300,807 

que se lee : cuatrocientos sesenta y ocho mil , tres- 
cientos veintiún trillones , quinientos setenta y dos 
mil cincuenta y siete billones, dos mil ciento cin- 
cuenta y cuatro millones ^ trescientos mil ochocientas 
y siete unidades. 

14 Ahora, si á un niiraero cualquiera se le pone 
nn cero á la derecha ,se le hace diez veces mayor^ 
porque su illtiuio guarismo que ¿ntes espresaba unida- 
des , ahora cspresa decenas ; las deceuns, ceatenas , &C. 
del primitivo , se habrán hecho también diez veces 
nia^ores; luego habiéndose hecho cada parte diez re- 
ces mayor , lo habrá quedado el todo (intr. ax. 3.°). 
Del mismo modo se demostraria que alladieodo dos 
ceros , se hace el número cien veces mayor, fíe. 

15 Los mimeros se dividen en abstractos y con-' 
cretos ; se llaman abstractos los que no determinan 
la especie de unidades , como cinco , veinte , y to- 
dos los que hemos considerado antes j y concretos son 
los que la determinan^ como cinco hombres, seis man- 
ganas, £^c. 

Los niimeros concretos se subdívíden en homojé- 
neos y heteroj éneos; se llaman homojéneos los que es- 
presan unidades de una misma especie , como 5 hom- 
bres , 60 hombres , &c. ; y beterojéneos ¡os que ae 
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refieren á diferentes unidades , como so hombres, 
8o manzanas , &c. 

El oiiniero se llama díjito ó simple^ cuando te et- 
cribe con ud solo guarisaia ; y compuesto , cuando 
se escribe con mas. 

Ademas, el ndinero se divide en entero, quebra- 
do , misto , fraccionario y quebrado de quebrado. En- 
tero es el que se compone exactamente de unidades^ 
como todos los considerados hasta aquíj quebrado el 
que espresa partes de la unidad^ como tres cuartos, 
dos quintas , fefc; misto el que se compone de ente- 
ro y quebrado , como cuatro y medio j fraccionario es 
aquel en que , contando por partes de la unidad , se 
llega á tener una unidad ó mas de una unidad, comO 
tres tercios , cinco tercios ; y por ultimo, quebrado 
de quebrado es el que espresa partes de partes de la 
unidad , como los tres cuartos de dos quintos , &"€, 

1 6 £a io^ pesos y medidas españolas se observa 
la ley siguiente. 

Las medidas de longitud se refieren al. pie ^ este 
te divide en i6 dedos, y el dedo en mitad, cuar- 
ta, ochava, y diez y seisava parte ; también se di- 
vide en 12 pulgadas, y la pulgada en is lineas. 

La vara se compone de tres pies, y la legua de 
joooo pies. 

17 La primera de las medidas agrarias es el es- 
tadal cuadrado, que es un cuadro de 4 varas , d is 
pies de largo y otro tanto de ancho. Después sigue 
la aranzada, que se compone de 20 estadales en cua- 
dro ; y loega la fanega de tierra, que se compone 
de 24 estadales en cuadro. La fanega de tierra se di- 
vide en 12 celemines, y el ceJemin en 4 cuartillos. 

18 Para. los granos, la sal y demás cusas secas, 
la unidad de especie superior es el cahíz , que se 
compone de 13 fanegas , y la fanega de 12 celemi- 
nes ; también se divide la fanega en 2 medias fane- 
gas y en 4 cuartillas. 

ig Para los líquidos, escepto el aceite, se usa 
de la cántara ó arroba , que se divide eu 2 medias 
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cántaras; U media cántara en s cuartillas ; la cuar- 
tilla en 2 azumbresyla aztnn^re en s medias azum- 
bres ; la media azumbre en 2 cuartillos; el cuartillo 
en s medios cuartillos ^ el medio cuartillo en 1 co- 
pas; de moilu que la cántara tiene 32 cuartillos. El 
moyo se compone de 16 cántaras. 

EsceptuamoE el aceite, porque sus medidas estáa 
arregladas al, peso; y así se usa de la arroba , media 
arroba^ cuartilla ó cuarto de arroba, libra, media 
libra , cuarterón ó panilla , y de la media panilla, 
so Para las cosas que se venden al peso, la ani- 
dad de especie superior es el quintal , que se com- 
pone de 4 arrobas; la arroba de 25 libras; la libra 
de 16 onzas; la onza de 16 adarmes; el adarme de 

3 tomines, y el tomin de 12 granos. La libra se di- 
vide en a medias libras, en 4 '^'"^'^''O'^^i 7 £i> 3 
medios cuarterones ; la onza en 2 medias onzas , ea 

4 cuartas y en 8 ochavas 6 dracmas; la libra se di- 
vide también en 2 marcos, y. el marco en 8 onzas. 

21 En la moneda la unidad de especie superior 
es el doblón , que se compone de 4'pesos'; el pego de 
15 reales , y el real de 34 maravedises. 

22 En el tiempo se observa la siguiente división: 
el siglo se compone de 100 años; el afío de 12 me- 
ses , ó de 365 dias y algo mas ; el mes de 28 , 30^ 
ó 31 dias; el dia de 24 horas; la bora de 60 minu- 
tos ; el minuto de 60 segundos , &c. 

JDe la operación de sumar ó de ¡a adición. 

23 Aunque es verdad que dado un niimero síflo 
se le podrá hacer mayor ó menor , los diferentes mo- 
dos que hay de aumentar ó disminuir los .ndmeros, 
conducen i seis operaciones , que son ; sumar , res- 
tar , multiplicar , dividid , elevar 4 potencias y es- 
traer raices. 

Sumar es reunir en un solo numero el valor de 
dos ó mas komojVneos; Ja operación por medio de la 
cual se ejecuta esto , se llama adición ; los mimeros 
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.qne se dan para sumar, sumandoti y lo qne resolta 
de la operación , suma. Los Bumaodos han de ser h»- 
mojóneos, porque un niimero de hombres, por ejem- 
plo, no puede aumentar uno de caballos &c. 

Se indica esta opbracion poniendo entre los sa- 
insndos este signo +, que se lee moj. Así, la espre^ 
sioD 5-+-3 se lee: cinco mas tres; j para indicar que 
después de hecha esta soma resulla 8, se pone el sig- 
no =, que se lee igual; de manera que la espiesion 
5+3:^8, sé lee : cinco bms tres igual ocho. 

34 Para poder samar es necesaaio saber perfec- 
tamente lo qile componen juntos de dos en dos , los . 
números dijitos , cuyas sumas son las coatenidas ea 
la sigaiente 

Tabla para sumar. 



t 7 1 soa a 

■ y 3 

' y 3 4 

' y 4 5 

• y s 6 

■ y 6 7 

' y 7 8 

" y 8 9 

■ y 9 I» 

4 7 4 son 8 
4 y 5-- 9 
4 7 * "O 

4 y 7 •> 

4 y a .s 

4 y 9 "3 

7 y 7 
7 y 8. 
7 y 9- 


2 y 3 son 4 
■ y 3 5 

' y 4 6 

« y 5 7 

3 y 6 8 

2 y 7 9 

= y 8 10 

» y 9 ' 

5 y 5 son 10 

5 y <* ■■ 

5 y 7 ' 

5 y 8 13 

5 y 9 M 

son 14 878 
.... 15 8 y 9 
.... 16 9 y 9 


3 y 3 son 6 

3 y 4 7 

3 y 5 8 

3 y 6 9 

3 y 7 '■> 

3 y 8 

3 y 9 " 

6 7 6 son is 

6 y 7 '3 

6 7 8 4 

« y 9 "5 

son 16 

"7 

.... 18 



S5 Sabida la tablí, se saben sumar de' memoria 
todos los niimeros díjitos j y para sumar na niimero 
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compuesto con un dCjito, se añadirá el dljito á Jai 
unidades del compuesto , y se pronunciará el todo} 
si de la sama del díjito con las unidades del com- 
puesto resulta alguna decena, se pronuncia en la su- 
ma la decena inmediatamente mayor á la que lleve 
ti compuesto. V. g. ^S y ^ (diciendo: 574 son 9) 
■on .99; zj y 8 (diciendo 778 son 15) son 35, &c. . 

. s6 Entendida esto, para sumar toda clase de nii- 
meroB enteros resolveremos el siguiente 

' Problema. Sumar números enteras. 
Resolución. Coloqúense todos los sumandos, los 
unos debajo de los otros , de modo que se correspon- 
dan unidades debajo de unidades , deceiias debajo 
de decenas, (íc; tírese después una raya ; empiécese 
á sumar por la columna de las unidades , y súmense 
todas las de los sumandos : esta suma se compondrá 
ó de unidades solas , á de decenas solas , ó de dece- 
nas y unidades ; si se compone .sato de unidades , se 
pone debajo de la raya el guarismo que las espresa, 
de modo que se corresponda con las unidades de los 
sumandos j si se 'compone sólo de decenas , se pondrá 
o debajo de las unidades de los sumandos, y las de- 
cenas se guardarán para sumarlas con las de la co- 
lumna siguiente i si hay decertas y unidades, se co- 
locan las unidades debajo de las unidades, y se guar- 
dan las decenas para sumarlas con las de la colum- 
na inmediata. Después se suma la columna de las 
decenas , teniendo cuidado de sumar con el primer 
guarismo las que resultaron de la suma de las uni- 
dades : esta suma de decenas se compondrá 6 de de- 
cenas solamente, ó sólo de centenas, ó de centenas y 
dfseenas ; si sólo contiene decenas , se pone debajo de 
la columna de las decenas el guarismo que las es'prc' 
sa} si tiene solamente centenas, se pone o debajo de 
las decenas , y se guardan las centenas que resulten 
para sumarlas con las de los sumandos ; si contiene 
centenas y decenas , se colocan las decenas debajo de 
las decenas , y las centenas se guardan para sumar- 
las con las de la columna de la izquierda. Luego, se 
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pasa á sumar las centenas^ teniendo cuidado de aña- 
dir al primer guarismo las que se llevaban de la su- 
ma de tas decenas ; y si en la suma de las centena* 
hay millares , se guardan para sumarlos con los dé 
la columna inmediata ; y así se continua hasta lle- 
g/ir á la última columna de la izquierda , de cuya 
suma si resulta alguna ó algunas unidades de espe- 
je superior , se ponen á la izquierda del guarismo 
últimamente puesto \ y el número que resulta debajo 
de la raya es la suma pedida. 

Ejemplo. Si quiero sumar los niimeros 3572,696, 
57 J 7'^9t 'o* pondré los unos debajo de los otros , de 
modo que se correspondan unidades debajo de uni- 
dades , decenas debajo de decenas , &c. ; tiraré des- 
pués una raya en esta formar 

Empiezo á sumar por las unidades, y 35^3 
digo : 2 unidades y 6 son 6 , y 7 son i j, 696 
y 9 son 24} en 24 , que son unidades, 57 
hay 2 decenas y 4 unidades ; colocd las 4 709 
unidades debajo de la columna de las uni- ■ 

dades, y guardo las s decenas para su- 5034 
loarlas con las de la coluttina siguiente, en 
que digo: 7 decenas, y 2 que llevaba de la snma de 
.las unidades, son 9 decenas, y 9 son i&, y 5 son 
23 , y o son 33 j en 33 , que son decenas , hay tres 
decenas y 2 centenas ; por lo cual pongo un 3 de- 
bajo de las decenas, y guardo las 2 centenas para su- 
marlas con las de la columna inmediata , diciendo; 
5 centenas , y 2 que llevaba , son 7 centenas , y 6 
■on 13 , y 7 son 20 ; én 20 , qiie son centenas , hay 
s milJares justos y ninguna cenKna ; por loque pon- 
go o debajo de las centenas , y gasrtia los i millares 
para la columna inmediata, en que digo: 3 y 2 que 
llevaba son 5 , que pongo debajo de los millares ; / 
como ya no hay mas guarismos, digo que la suma de 
los ndnieros propuestos es cinco mil treinta y cuatro. 
Escolio. AI sumar cada columna no se necesita ir 
repitiendo si son unidades, decenas, &c.; pues como 
por el sistema de uumeracioD cada diez anidades com- 
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ponen una de especie superior , se snman los gaarís- 
Dios de cada colunina como si b<Í1o espresasen unida- 
des, y después de colocar debajo de la columna que 
ae suma , la» unidades sencillas que resulten , te lle- 
van para la columaa inmediafa tantas unidades como 
decenas resaltaron en la suma de la columna anterior. 

a^ Gomo el problema consta do resolución y de- 
mostración , y ba^ta ahora sdlo hemos dado la reso- 
lución , nos lalta la segunda parte que es la 

Demostración, La colocación de los sumandos es 
por comodidad ; el tirar la raya es por claridad , es- 
to es, para que no se confunda la suma con los su- 
mandos; todo lo demás está reducido á que en el nd- 
mero de debajo de la ra^a están todas las unidades^ 
decenas, centenas « &c. ^ esto es, todas las partes de 
los sumandos; y como lo que se hace con las partes 
(intr. ax. 3.°) queda hecho con el todo, se inSere 
que el ndmero que está debajo de la rajra es la ga<- 
ma de todos los sumandos , que era /o que debia ha- 
cer y demostrar , que se espresa : L. Q. D. H, y D. 

Esc, Si fuesen muchos los sumandos, se podrían 
hacer varias sumas de á seis d ocho sumandos ca- 
da una, y luego se sumarian estas sumas; pero es 
mejor acostumbrarse á hacer siempre la operación de 
ana vez , como se ve en los siguientes ejemplos. 



47*3 
B741B 

7029 
379408 
47857a 



7537 
964=5 
17584 

_25^ 

134109 



3-" 


4.» 


45S38 


49'73 


7946 


35486 


369804 


359864 


70S03 


68397 


97493= 


75386 


67960 


8535 


5403"'' 


56384 


47210 


724836 


204563 


97537 


38930 


3579' 


2367501 


1511889 



35«86 
573» 
93468 
74''53 
208739 
6.» 

38497 
98704 
2746 
4821 

144768 
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De la operación de restar á de la lustraecion. 
s8 La primera operación de distniomr es la ds 
restar, que es averiguar la diferencia entre dos nú- 
meros homój éneos ; la operacioa por medio de la cual 
se ejecuta esto, sé IJaina sustracción; el niimerb de 
que se ha de restar, minuendo; el que se resta , aut- 
traendo ; y lo que resuJta de la operación , se llama 
resta ^ esceso ó diferencia. 

E\ minuendo y sustraendo deben ser homq^neoB 
por razones análogas á laa dichas (33). 

Se conoce el minuendo en qne lleva siempre an- 
tepuesta ia preposición lie ; y para indicar uua ope- 
ración de restar se escribe el minuendo, deípues este 
signo — , que se lee ménos^ y luego el sustraendo que 
es el otro ndniero; y para indicar el resultado se po- 
ne el signo =:. Así, la esprcsioo 7 — 4^:3, quiere de- 
cir, que después de quitar 4 fíe 7 quedan 3, y se les*. 
aiete menos cuatro igual tres. 

29 Entendido esto, pasemos i resolver el siguiente 

Problema. Restar números enteros. 
Res. Coloqúese el sustraendo debaja del minuen- 
do, de modo que se correspondan unidades debajo de 
unidades, decenas del/ajo de decenas , fsfe.; tírese des- 
pués una raya debajo ael sustraendo; véase las uni- 
dades que faltan d las' del sustraendo para que tenga 
laa mismas que el minuendo , y las que le falten se 
ponen debajo de la raya en la columna de laa unida- 
des ; ejecútese lo mismo con las decenas , centenas^ 
millares, ífc, y el numero quí 'salga debajo de la 
raya será la resta. 

Ejemp. Si de 47835 quiero restar 23512, veré que 
el número que lleva la preposición de es el 47835; 
por consiguiente este es el minuendo, y por lo mis- 
mo colocaré el sustraendo 23513 debajo 
de él , como aquí se ve: 47835 

Y después de tiradala raya, diré: de 83518 
3 unidades i 5 unidades van 3, que pon- '■" 

go debajo de la raya en la columna de las 34323 



)j,:», -.Google 



14 ARITMÉTICA. ' 

unidades ; de i decena á 3 v^n s , qut pongo de- 
bajo, de la raya en la colotniíB de las decenas; de 5 
centenas á 8 van 3, que pongo debajo ; de 3 millares 
á 7 van 4, que pongo debajo; de 2. decenas de millar 
Á 4 van s j que pongo debajo de su columna corres- 
pondiente; y tendré que la diferencia entre ios dos 
ndmeros propuestos es 24333. 

Dem. El colocar el sustraendo debajo del minuen- 
do es por comodidad , y el tirar la ny^i por clari- 
dad ; todas las deinas reglas se redncM á que por 
ellas encontramos la diferencja entre las unidades de 
los dos niimeros propuestos, la de las decenas, la de 
las centenas, &c., esto es, que hallamos la diferen- 
cia de todas las partes de los ntimeros dados; y como 
todas estas diferencias las hemos ido colocando las unas 
al lado de las otras en sus lugares correspondientes, 
resulta que «u conjunto formará (intr. ax. i,°) la di- 
ferencia total. L. Q. D. H. y D. 

30 Al ejecutar las restas parciales no se necesita 
repetir si son unidades , decenas , &c. , sino hacer 
siempre la resta como si fuesen unidades sencillas. 
V. g. si quiero restar 47305 de 58639, loa 
colocare como aquí se presenta: 58^39 

Y después de tirada la raya diré: de 5 47305 

i 9 van 4, que pongo debajo; de o ¿ 3 van - " ■ 

3; de 3 á 6 van 3; de 7 á 8 va i, y de 4 11334 
á 5 va I ; y colocando estas diferencias en 
sus lugares respectivos , digo que la diferencia total 
es 11334. 

31 En la operación de restar sucede con frecuen- 
cia que síganos guarismos del minuendo sean me- 
nores que los correspondientes del sustraendo. En 
este caso se toma una unidad del guarismo inmtdiato 
de la izquierda del minuendo^ la cual como vale diez 
respecto del guarismo que se considera, se le afiaden 
á este , y de BU suma se resta el guarismo del sus- 
traendo ; y cuando se pasa á restar el otro , se consi- 
dera el guarismo del minuendo con una unidad me- 
nos ^ pero es .mu análogo con el modo de proceder ea 
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las dunas operaciones , dejar los gHarismoa del mi- 
nuendo como lo que sean , y alíadir una unidad al 
correspondiente 'del sustraendo. V. g. "EÍ quiero hallar 
la diferencia entre 58276 y 33848 , los co- 
locaré como he dicho (29) y aquí se ve: 58876 
y después de tirada la raya diré: de 8 S3848 
á 6 no puede ser , es decir, que al 8 no le ■ 
faltan ningunas unidades para convertirse 34438 
en 6 , d que no puedo quitar 8 al que no 
tiene mas de 6; por lo mismo tomo una unidad del 
guarismo inmediato 7, que como vale 10 respecto de 
hs.del 6, lassumoy tengo 16, de cuya suma ya pue- 
do restar el 8 diciendo: de 8 á 16 van 8 que pongo 
/ debajo ; ahora podria considerar el 7 como 6, por ha- 
berle quitado una unidad , y decir de 4 á 6 van 3; 
pero es mejor acostumbrarse á adadir dicha unidad al 
guarismo del sustraendo; y así, diré : 4 y i que Ile- 
yo son 5, de 5 á 7 van e que coloco debajo ; paso á la 
columna inmediata y digo: de 8 á 3 no puede ser; to- 
maré una unidad del guarismo inmediato, y bailaré 
que de 8 á 12 van 4 , que pongo debajo', y llevo i} 
3 y 1 que llevo son 4 , de 4 á 8 van 4 que pbngo^ y 
no llevo nada; de s á 5 van 3 que pongo debajo ^ y 
resulta la diferencia 344S8. 

32 También suele ocurrir en esta operación el que 
el minuendo termine en ceros , ó que tenga ceros entre 
sus guarismos significativos ; en cuya caso se dejd el 
minuendo como lo que es, y se añade una unidad al 
guarismo del sustraendo , siempre que para restar el 
anterior se haya tenido que tomar unidad auxiliar. 
V. g. 6¡ de 370480000 quiero restar 35729486, los 
colocaré como aquí se ve*- 

Y después de tirada la raya diré: 370480000 
de 6 á 10 van 4, y de 10 llevo i; 35729486 

8 y I son 9, á 10 va i, y\ie 10 lie- 

voi; iy4M>n5,áio vañ5,ylle- 334750514 
To i; I y 9 son 10, á lO va cero, y 
llevo I ; I y 2 son 3 , á 8 van 5, y no llevo nada; de 
7 á 14 van 7, y Uevo ]jiy5 80i)6,áio van 4, y' 
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llevo I } I y 3 £on 4i á 7 van 3, y no Uerc nada; y 
como del 3 que queda á la. izquierda ao tengo nada 
qae restar , le pongo debajo. ' 

33 La razón de esta práctica, contrayéndooos tA, 
primer ejemplo , es que para poder restar el 8 tuve 
qae tomar una unidad auxiliar del 7; de donde se ia- 
fiere que al restar el 4 no se debe considerar al 7 mas 
que como 6; pero sí dejo al 7 como loque es, y cuan- 
do voy á restar el 4 tengo cuidado de quitarle una 
mas , resulta que cualquier prátítica es igualmente 
■egura, aunque la segunda e» preferible. 
Otros ejemplos de sustracción. 

I." a.* 3.*» 4-° , S-" 

3571048 4268013 1350304 0570842 3204005 
683475 586435 584858 643576 863957 



«987567 3681578 0766046 1937266 0340048 

De la multiplicación. 

34 La segunda operación de aumentar es la de 
multiplicar. Esta es el caso particular de la suma en 
que todos los sumandos son iguales ; y así , se dice 
qué multiplicar es tomar un número tantas veces como 
unidades tiene otro. La operación se llama multipli- 
cación j el niimero que se ha de tomar , se llama mul- 
tiplicando ; aquel que con sus unidades espresa las 
veces que se ha de tomar el multiplicando, se lla- 
ma multiplicador i y lo que resulta de la operación 
se [lama producto i el multiplicando y multiplicador 
juntos, se llaman factores del producto. 

La operación de multiplicar se indica escribiendo 
el multiplicando , después un punto ó -este signo X, 
y Juego el mnltiplicador ; así, 4.5 ó 4x5 indica que 
se ba de multiplicar el 4 por el 5 ; y para indicar 
el resultado se usa también del signo =j de manera 
que 4.5^20, (f 4x5=120, es presa que el producto de 
multiplicar 4 por 5 eszOtyee lee: 4 multiplicado por 
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$ igual 9o. Ocarre con macha frecuencia el hacer ofi- 
cios de multipticando Ó de maltiplicador , sumas d 
restas indicadas) en e$te caso se encierran en un pa- 
ráitesis de este modo: (3-+-i)x(7~3)— 20; 
qne quiere decir que la suma de 3 con i que es 4, 
■e debe maJtiplicaf por lo que queda de resiar 2 de 
7 que es 5; y por eso hemos puesto el producto sq, 

35 La definición de la niulttplicaciuo manifiesta 
que el producto debe ser de la mtsina especie que 
el multiplicando; y el multiplicador debe ser un nú- 
mero abstracto', que s<íla dice las veces que se ha de 
tomar (! sumar el multiplicaado. En algunas cues- 
tiones' conviene distinguir los factores; mis en el 
producto no inñuje el que se truequen sus o&doR, 
como vamos á manifestar en el siguiente 

36 Teorema. El orden de los factores no alterft 
eí producto. 

Esplicaeion. Si quiero multiplicar 5 por 4, voy 
i. demostrar que el producto será el mismo , ya mul- 
tiplique el 5 por el 4 , d ya el 4 por eí 5, 

Dem. Pues que la multiplicación ea una snioa 
abreviada, teddré que sumando cuatro veces el 5, 
hallara el producto que busco; pero si descompongo 
á cada 5 en las cinco unidades de que consta, debe- 
ré sacar el mismo resultado de sumar estas unidades 
que de sumarlos cuatro 3 i que equivalen; por lo 
mismo , indicando y ejecutando la operecioa como 
aquí se ve: 

Observo que el conjunto de 5=rr-i-i+i-m-i 
unidades que están á la de- 5=n-i-4-i-+-i+i 
recha del signo de igualdad, 5=i:r-H-f-i-Hi'+-i 
equivalen á los cuatro s que 5=i-F-i-t-i-+-i-+-i 
están en columna; pero estas • ' ' ;- 

Biiemas nbidadés , gomadas, aD=4-^4-^4-H4H'4 * ■ 
equivalen á los cinco 4 que 

bay debajo de la raya; luego si cnatro 5 equivalen i 
cinco 4, será cuatro veces un 5 igual cinco veces uñ 
4 1 y P"' ^ mismo cuatro veces 5 es igual á ziBda ve- 
ea 46 4XS=;SX4, que er-a L. Q.D. £>. 

B T. I. 
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37 Eatendido esto, para poder ejecntar ona mal- 
tiplicacibn, es indiípeosable saber perfectamente los 
productos que resultan de multiplicar entre sí los nú- 
luercs d^itos, que wn los contenidos en la siguiente: 

Tabla de los productos de los números dijitos. 



I por I es 


I, 


I por 3 


" 


ipn'3 


■i 


■ Pf •♦ 


4 


l por 5.... 


6 


1 por 6.... 




I por 7.... 


; 


I por 8.... 




I por 9.... 


9 



4por4aon 15 | 


4 por 5-.- 


. 20 


4 por 6... 


.24 


4 por 7... 


.2» 


4 por a... 


•3" 


4 por J... 


• a" 



2 por 2.., 
2 por 3... 
a por 4.,. 
8 por 5... 
a por 6.,. 
a por 7.., 
2 por 8... 
2 por 9... 



5 por 5 son 25 

5 po"" 6 30 

5 por 7 35 

5 por 8 40 

5 por 9..... 45 



3 por 3 son 9 

3P*«"4 12 

3 por 5 15 

jpor6...... i8 

3 por 7...;.. 21 

3 por 8 24 

3 PO' 9""-' *7 



6 por 6 son 36 

6 por 7 42 

6 por 8. 48 

6 por 9 54 



7 por 7 son 49 I 8 por S son 64 I 9 por 9 son 61 
7 por 8..... 56 I 8 por 9 72 I 



?P«»f? 63 



lú por lO' son 100 

10 por 100 1000 

10 por 1000 loooo 

■lo- por lOooo 100000 

-lo por jooooo... loooooa 



38 En Ja muItípUcacioR pneden ocnrrir tres ca- 
sos: multiplicar un número dijito por otro dijito; un 
compuesto por un dijito, 6 un dijito por un compues- 
to; y un compuesto por.otro compuesto. Ps¡ri el j^imcr 
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ro basta laber la tabla de memoria ; ptri el segundo 
tesol réremos el sígaieote 

39 Problema: Multiplicar un mimen compuesta 
por un dijitoi 

Res; Coloqúese el dijito debajo- de las unidad»* 
del compuesto^ y tírese una raya por la parte infe- 
rior i multipliqúese el guarismo de las unidades del 
multiplicando^ qué es el compuesto^ por el multipli- 
cador qué es el dijito: si eii este producto hay sólo 
unidades^ se colocan debajo de las de los factorer- 
si contiene sólo decenas^ se pone o en el lugar de loe 
unidades , y se guardan las decertas para añadirlas 
al producto de las decenas de la columna inhtediata: 
y ti contiene decenas y unidades , se ponen las uni- 
dades debajo de las dé los Jactares , y se guardan 
las decenas para añadirlas al protbtcto de {as dé- 
cenas. Después se multiplican toa decenas del multi- 
plicando por el mismo multiplicador; á su productb 
se añaden las que se llevaban del producto de las uni- 
dades , / sé colocan las decenas que resulten debajo 
de las decenas, guardando las centenas .^ si las hay, 
para añadirlas al producto de las centenas de la co- 
lumná inmediatas Luego, se maltiplican por el mis~ 
mo miíltiplicador las centenas del multiplicando ^ á 
cuyo producto se añaden las que se llevaban del pro- 
ducto de las decenas ; y así sé continúa hasta que no 
haya mas guarismos en el multiplicando. Si en el 
último producto hay algunas unidades dé especie su- 
perior que llevar, se colocan á la izquierda; y el. nú- 
mero que resulta debajo de la raya es el producto. 

Ejemp. Si quiero iutiltiplicar 453 por 6, d 6 por 
453 > colocara el 6 debajo de laá unidades det 453, 
ea esta forma: 

TiW debajo una raya , y empiezo á 453 
Diáhiplicar diciendo: 3 por 6 son 18, 6 - . 

que sori unidades j y como en 1 8 unida- - " ■■ ■ ■ ' 
des hay i decena y 8 unidades^ coloco a^iS 
el 8 debajo de las unidades de los íacto- 
les-, y guardo la decena para añadirla al prodact» 
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de las decenas , y digo: 5 por 6 soa 30, j i que. lle- 
vaba soa 31 , que son dececi.as} y como en 31 dece- 
nas bajr 3 centenas y i decena, coloca el i debajo de 
las decenas, y guardo las 3 centenas para añadirla* 
&1 producto de la coluoina siguiente, ea que digo; 
4 por 6 son 34, y 3 que llevaba soa aj, que soo 
centenas; y como en 37 centenas hay s millares y 7 
centenas , coloco las 7 centenas , y guardo los 3 mi- 
Jlsres para añadirlos al producto de la columna si- 
guiente ; pero como ya no bay mas guarismos en el 
muliiplicando , coloco estos s millares á la izquier- 
da del 7, y tengo que 453 multiplicado por 6 da 
s^jS por producto. 

Dem. ■ La colocación de los factores es por como- 
didad , y la raya se tira para claridad. Todas las de- 
más reglas están reducidas á multiplicar las unida- 
des, las decenas, centenas , &c. , esto es, todas las 
.partes del multiplicando por el multiplicador; y como 
todos los productos parciales los hemos ido reunien- 
do en lino solo, resulta que el ntimero que está debajo 
de la raya es el producto de todas las partes de que se 
.compone el multiplicando por el multiplicador; luego 
(intr. ax. 3.°) será el producto total. L. Q. D. H. y D. 

40 Al hallar cada producto no se necesita ir es- 
presando la especie de unidades; de manera que en 
ja practica bastan las palabras del siguieule ejemplo. 
Si quiero multiplicar 7263 por 8, colocaré los ná- 
jneros como he dicho y aquí se ve : 

y después de tirada la raya diré: 3 por 726^ 

8. son s4, pongo el 4 y llevo z; 6 por 8 8 

son 48, y s que llevaba aoa 50, pongo ^ 

o y Heyos; e por 8 son 16, y 5 que He- 5S104 

vaba son si, pongo 1 y llevo a; 7 por 8 

son 56 , y 2 que llevaba son 38 , pongo el 8 y llevo 

5 ; que como no hay mas guarismos en el muJtípJí- 

i:ando, coloco el 5 á la izquierda del 8, y resulta que 

el producto de 7263 por 8 es 58104. 

41 Ahora observaremos, que todo número mulíi- 
fiÍc/t4fí.po>' ifi unidad^ á la upidad multiplicada ^r 
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eaalquier número , da por producto el mismo mime- 
ro ; y que cero multiplicado par cualquier número , 4 
al contrario,, da cero por producto. 

43 Si atendemos al sistema de iinmeracion, ve- 
remos (14) que UQ Diimero resulta multiplicado por 
10, s<ilo con añadirle un o; se le multiplica por loo,' 
con adadtrle dos ceros, &c. j y ea general, para mul- 
tiplicar un oiimero por la unidad seguida de ceros, 
te colocarán á la derecha de dicho número tantos ce- 
ros como acompañen á la unidad. 

43 De aquí se sigue qae la multiplicación de na 
Damero cualquiera por otro de un guaríamo signifi- 
cativo y ceros, se reduce á la de por uno dfjito} pa- 
ra lo cual se multiplica el número compuesto por el 
guarismo significativo , y al producto se le añaden 
tantos ceros como le acompañen. 

£a efecto, para multiplicar 537 por 400, indi- 
cara la operación de este modo: 537x400; 
pero 400 es lo mismo que 4x100, luego poniendo en 
vez de 400 este valor , la espresioa aateriot se con- 
vertirá en 537x4x100; 

pero aquí tengo indicado que el producto de 537 por 
4, que (40) es 2148 , le debo multiplicar por 100; 
y como para multiplicar por 100, basta scílo añadir 
dos ceros, resulta que si al 3148 le añado dos ceros, 
tendrá qlie^i48oo ea el producto de 537 por 400. 
Otros ejemplos de multiplicación. 

1.» a.» 3.° 4.* 

5787 95687 8040733 14257839 
87 60 5000 



46296 669809 48a 445 1 80 712891 95000 

44 Comprendido esto, pasemos al tercer caso que 
eaplícarémos en el siguiente 

Problema. Multiplicar un número compuesto poi- 
otro compuesto. 

Res. Tómese por multiplicador el que tenga mí- ' 
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ños ffiorisnujf , y pángase debajo del multipliaatdo^ 
que es el otro mímero , de modo que se correspondan 
en columna las unidades coa las unidades , /tu de- 
cenas con las decenas , f^c. ;. tírese una raya ; mul- 
tipliqúese todo el multiplicando por las unidades del 
multiplicador (40), cuyo producto se pondrá debajo 
de ta raya de modo <}ue caigan las unidades , de- 
cenas , í^c. debajo de las unidades, decenas^ í^c. de 
los factores ; multipliqúese después todo el multipli- 
cando por ¡as decenas del multiplicador, y coloqúese 
este producto debajo del anterior, corriéndole uñ lu- 
gar hacia la izquierda ; luego, multipliqúese todo el 
multiplicando por el guarismo siguiente del multi- 
plicador , y coloqúese este producto debajo del an- 
tecedente , corriéndole también otro tugar hacia la 
íx quiérda ¡ y continúese de este modo hasta que no 
haya mas guarismos en el multiplicador. Después se 
tirará debajo de estos producios parciales otra raya\ 
se sumarán: todos ellos , y la suma será el producto 
que se pide. 

'. Ejemp. Sí quiero multiplicar 8237 por 5361 to- 
maré póF multiplicador el 536 y le colocaré debajo 
¿el multiplicando , en esta fórma: 

Y después de tirada la raya muí- §^37 

tiplicaré el 8237 por 6 , é iré colocan- 536 

¿o el producto debajo de la raya co- . '] 

ino en el caso dicha (40); después paso 49433 

i multiplicar todo el jnuhipJicando 24711 
tta37. por el segundo guarismo del 41185 
inultiplicsdor qué es el 3, y coloco su ■ ; ' ■ 

producto debajo del anterior, corrién-: 4415033 
dolé un lugar hacia la izquierda. Paso 
después Á multiplicar todo el multiplicando por el 
tercer guarismo del multiplicador , que es el 5 ^ y 
coloco sU producto debajo del anterior, corriéndole un 
Jugar hacia la izquierda. Tiro después una raya, por- 
gue ya ao hay mas guarismos en el multiplicador ; su- 
¿K> todos estos productos parciales, y tengo en la suma 
4415032 el producto de los dos numen» propuestos. 
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Sem. £1 toiQsr por muJtiplicador el de tornos 
¿□ariflinoa m porque el (írden de los factores (36) no 
altera el producto, y de este modo resulta la opera- 
ción coD mas Eenciilez j su colocación es por <teinodi- 
dadt 7 el tirar la raya por claridad; todas las demás 
reglas están reducidas A multiplicar todo el multi» 
plicando por las unidades del multiplicador} después 
todo el multiplicaudo por las decenas del multipli- 
cador, y hemos de colocar este producto debajo del 
guarismo de las decenas del anterior, porque de mul- 
tiplicar por decenas (42) debe resultar al tin ud cero, 
j loa guarismos* significativos deben empezar desde 
las decenas en adelante, y por consiguiente se deben 
colocar debajo de las decenas del primer producto par- 
cial) para poder ejecutar después la suma j después he- 
mos multiplicado por las centenas, y así sucesivamen- 
te, basta haber multiplicado todo el multiplicando por 
todos los guarismos ¿ partes del multiplicador ; pero 
todos estos productos los hpmos samado y reunido en 
nn solo ndmero, qoe es el que sale debajo de la raya; 
luego (intr. ax^ 3. ) este numero que coúliene la suma 
de loe productos del multiplicando por todas Jas partes 
del multiplicador , contendrá el producto de todo el 
moltiplicandoportodoelmaltiplicador.LfQ.DJFI.yD. 

' Ejemplos de multiplicación. 

1.» s.* 3.* 
78546 85368 947586 
3"54 64? 4798 . 



314184 597576 
392730 341472 8528274 
157093 512208 663310a 

335638^ ' 3790344 

55=33096 



355588684 4546517628. 

4.*' Elproduct&dfr695725por8563 es 5957493'75- 
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5." El ptodocto de 85326 por 475 « 40519850. 
6.° Y el de 357964 por 4867 es 1742210783, 
.45 . La operaciuQ de multiplicar se abrevia eaan" 
do uno 6 ambos factores Urmirum en ceros ^ lo qu« 
se cüDsigue multiplicando sólo los guarismos siffiiji- 
catiDos , y añadiendo al producto tantos cena emn» 
hay al fin en ambos factores juntos. 

Ea efecto, si tengo que multiplicar 6300 por 56, 
•era en virtud de lo espuesto (§ 43) 

6300x56=63x100x56= (§ 3*) 63x56x100. 

Luego fii multiplico el 63 por 56, y al producto 
le afiado dos ceros (42), tendré en 3S2800 el produc- 
to de estos tres factores, ó el de los dos primitivos. 

Del mismo modo si fuese 633000 por 2500, tea- 
dria 633000x2500^633x1000x25x100= 
633x25x1000x100=1582500000. 

También se abrevia esta operación cuando los ce- 
ros se hallan entre los guarismos significativos dei 
multiplicador; en cuyo caso se multiplica el multi' 
piteando por los guarismos significativos del multi- 
plicador, hasta llegar á los ceros j en llegando á estos 
no se multiplica por ellos , y se pasa á multiplicar 
por los demos guarismos significativos ; pero teniendo 
cuidado de correr el primer producto hacia la izquierr • 
da tantos lugares mas uno , cuanto^ ceros hay ; es 
decir, que si hay un cero se debe correr el primer 
producto dos lugares; si dos ceros, tres lugares, &c. 
á la izquierda. V.g. si tuviese que multiplicar 847536 
por 400306 , colocaría los factores de esta guanera; 

Multiplica ría todo el niuJti- 
plicando por 6; lo que me da el ^47536 

producto parcial 5085216; como 400306 

después del 6 hay un cero en el n 

multiplicador, paso á multipli- 5085216 

car por el primer guarismo sig- 3542608 

nificativo que encuentro, que es 3390144 
el 3 , y coloco este producto de ■ 

modo que su primer guarismo 339273746016 
caiga debajo del s del producto 
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añfecedente , Cito es , corriéndole dos lugares hacia 
la izquierda. Como después voelvo á eDcantrar ce- 
ros, paso í multiplicar por et gaarísmo significativo 
que hay después de ellos, que es el 4 j coloco el pro- 
ducto tres lugares nías hacia la izquierda respecto 
del antecedente , porque aquí hay dos ceros ; sumo 
dapaes estos productos, j saco que 847536 multi- 
plicado por 400306 da 339273746016 por producto. 
46 Las cuestiones que conducen á la opemcioB 
de multiplicar , se presentan hájo tres aspectos dife- 
rentes, que se llaman usos de esta operación : i ." cuan- 
do se quien hacer á un número cierto número át ve- 
ces mayor; s.° cuando conocido el valar de una uni- 
dad, se quiere averiguar el de muchas ; j 3." cuan- 
do se quieren reducir unidades de especie superior 
á unidades de especie inferior. 

Para el primer caso se multiplica el número, dado 
por aquel que espresa con sus unidades las veces que ^ 
*e i& quiere hacer mayor. V. g. « al 754 le quiero 
hacer 58 veces mayor , multiplicaré el 754 por 58, 
y tendré que el producto 43733 es un ndmero ¿8 ve- 
cer-mayor que -el js4i ■ - , 

Para el segundo, se multiplico el valor de la uni- 
dad por el número de ellas, V. g. si quiero averi- 
guar lo que valen 372580 varas de pafio i 60 reales 
la vara ', multiplicaré el ndmero de varas por el va- 
lor de una de ellas, que es 60 reales, y hallaré que 
valen 22354800 reales. Porque, por cada unidad que 
haya, se debe tomar una vez su valor; luego se de- 
berá tomar tantas veces el valor de una como uni- 
dadefl hay. Así miama, 457 arrobas de aceite á 96 
reales valen 43873 reales; y 3574 fanegas de trigo 
á 85 reales valen 303790 reales. 

Para el terper cSso se' multiplica el número de 
unidades de especie superior , por aquel número que 
con sus unidades espresa las unidades dé especie in- 
ferior de que se compone la mayar. 

i/'' ejemp. Quiero saber cuentos pies tienen 7 
Tarasj como la vara es la anidad de especie superior, 
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y se compone de 3 pies , moltiplicar^ el niítnero 7 de 
Vara» por 3 , y tendré en el producto s I los pies que 
hay eo 7 varaa, 

2-0 Quiero srerlgnaF catfntbl maravedises hay en 
79 doblones i para esto multiplicaré el 79 por los ma- 
ravedises que tiene un dobloSf qae son 2040, y sa- 
caré 161160, maravedises; pero es mas ctfmodo reda- 
ciclos primero i pesos , luego á reales y después á 
maravedises. Así ^ en el ejemplo propoesto veré pri- 
mero cuántos pesos ha/ en los 79 doblones j despoet 
los pesQS que saque , ver¿ los reales que componen; 
y luego este niimero de reales veré los maravedises 
que Ueuen , cotno ge Te ea {&.). 



(A) 



(B) 



(C) 



7, ioi.' 
4 


75893 varat 
3 


4367 5»¡»».» 
4 


316 pao, 


«¡7679 pitl 


Í7468 wrofi/ 
>5 


3.6 


4553S» 
««7679 


87340 
3493« 


4740 real.' 
34 


Í7.31148 pilg.' 


436700 libras 
16 


1896 
14!! 


5464396 
2732148 


s6aoa 
43'7 



161160 mar,' 33^5776 líneat. 69S7S00 otuias 

Los dos ejemplos (B), (C), manjBestan i el (B) el 
modo de reducir 75893 varas á lineas ; y el (G) el 
modo de reducir 4367 quintales á onzu. 
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pe ¡a dhision. 

■ 47 Pasemos i la segands operación de dismintiír, 
que es cuando se ha de restar el sustraendo del mi> 
■meado todas las veces que se pueda j y pomo ae po- 
drá quifar tantas reces como esté contenido, se dice 
que dividir es averiguar cuántas veces un número 
contiene á otro. La operación se llama división,; el 
niimero que ha de contener, se llama dividendo; el 
que ha de estar (»ntenido, se llama divisor; j lo que 
resulta cociente ; el diriitendo y divisor juntos, se 11^ 
man términos de la división ó del cociente, 

48 Como dividir es averiguar las veces qae el 
divisor está contenido en el dividendo, se infiere 
qne multiplicando el divisor por el cociente ha de 
resultar el dividendo; luego en I9 división el nú- 
mero que multiplicado por el divisor no dé el divi- 
dendo no puede ser el cociente. 

Para indicar que iin niímero se ha de dividir por 
otro, se pone el dividendo, debajo una raja, y lue- 
go el divisor j ó se pone el dividendo, después dos 
puntos, y luego el divisor; as(, ^ ó 15:5, indica 
la división de 15 por 5 , y se lee ; 15 dividido por 5; 
y para indicar el resultado usaremos del signo =; 
de manera que -^=3, ó 15:5=3, se lee: 15 divi- 
dido por. 5 igual 3. 

49 Tres pasos pnedeo ocurrir en la división , i 
saber: dividir un número dtjito por otro dijitoi di- 
vidir un compuesto por un díjito; y dividir un com- 
puesto por otro compuesto. 

Para dividir nn niímero dQito. por otro díjito, y 
aun uno compuesto sdlo de dos guarismos por uno 
dijito que sea mayor que el guarismo de especie su- 
perior del compuesto, no hay mas que saber la tabla 
de la multiplicación (37); pues en este caso en ave- 
riguaudo el niimero por que se ha de multiplicar el 
divisor para que dé el dividendo (d el producto, in- 
mediatamente menor) , este será el cociente. 



c .y Google 



%B ASITMJ^TICJU 

I," ejemp. Quiero saber cuántas Teces el 6 con- 
tieQe al a , ó cu^to es 6 diridido por 2 ; y como 
haciendo varias tentativas encuentro que el 2 se ba 
de maltiplicar por 3 paraprodocir 6, digo que 3 és 
el cociente. 

9.** Sí quisiera dividir 11 por 4, vería qae des- 
pués de dar al cociente a, me sobran 3 ; estas 3 ani- 
dades que sobran ae ponen al lado del cociente ha- 
llado , debajo se tira-táut raya , y debajo se pone el 
divisor, en esta forma aj, y wles: dos y tres cuartos. 
Para leer todas estas espresiones, se lee el náme- 
ro que tfíá encima de la raya con los nombres nu- 
merales absolutos , X el que está debajo coa los nu- 
merales partitivos , sino liega tí 1 o : tf con tos ab- 
solutos si ílega ó pasa de 10 , añadiendo después la 
partícula avos. Asf , la espresion 3^ se lee : tres y 
nueve diex y siete avos. 

50 s." caso. Prob. Dividir un número ef^puesto 
por un díjito. 

Res. Coloqúese el divisor á la derecha del divi- 
dendo , de modo que se correspondan en un mismo' 
renglón; tírese entre los dos una raya de arriba aba- 
jo , y otra debajo del divisor. Hecho esto , lámese el 
guarismo de especie superior del dividendo , véase 
cuántas veces está contenido en ¿I el divisor , y se 
pone este cociente debajo de la raya del divisor; si 
el primer guarismo del dividendo es menor que el di- 
visor , se toma otro guarismo mas del dividendo , y 
para que se sepa ¡os que se han tomado , se pane una 
coma ^ y se ve cuántas veces en aquel número de dos 
guarismos se contiene el divisor , conforme se ha di- 
cho (49)1 poniendo por cociente lo que resulte. Des- 
pués se multiplica este cociente por el divisor ^ y se 
coloca el producto debajo del guarismo ó dos guaris- 
mos que se separaron en el dividendo ; se tira debajo 
una raya, y se resta este producto del ffiorismo 6 
guarismos separados. Al lado de esta resta , 6 al 
lado de o sino quedó' ninguna , se baja el guarismo 
siguiente del dividendo , y se ve cuáatat veces en la 
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resta , juntamente eon el guarismo , que se iajó , estd 
contenido el divisor , y el número ^ue resulte, se pane 
en el cociente á la derecha del guarismo hallado an- 
tes; se multiplica este segundo cociente por el divi- 
sor , te, coloca el producto debajo del segundo divi- 
dendo parcial , se tira una raya, y se resta. Al la- 
do de la resta se baja el siguiente guarismo , y asi 
se oontinúfi beata que no haya en el dividendo mas 
guarismos que bajar , apuntaudo con una coma el 
qtte se baja para no equivocarte. Si al fin queda res- 
ta, se pone como se ha dicho (49), y el número que 
resulta debajo de la raya es el cociente. 

Ejem.- ^ quiero dividir 934 por 7, pondrá el di- 
- visor 4 la derecba del dividendo, separándolos con 
una raya tirada de arriba abajo, y tiraré otra debajo 
del divisor en esta forma; 

Separo coD la coma el gaarií- - 9,>«4 I? 
mo 9 de la izquierda del dividen- 7 I Tía* 

do, y digo: el 7 en 9 cuántas ve- ■'■■' ■ '^ | 
cea está contenido? yeo que una s a ' 
Tez, por lo qoe pongo i debajo de 21 
Ü raya dai divigorj multiplico ; ' ^ 

este primer cociente parcial i por 014 
el divisor 7 , diciendo : t por 7 14 

es 7 , que pongo debajo del divi- ' ■- '■ ■ — 
dendo parcial 9 ; tirtí una ra/a j . o O 
resto 7 de 9. Al lado de la resta 
s bajo el gaarismo siguiente a del dividendo, le apun- 
to arriba y digo : el 7 en a 2 cuantas veces está con- 
tenido? bailo que son 3 , y pongo este segando co- 
ciente parcial á la derecha del primero, le multipli- 
co por el divisor 7, su producto si le pongo debajo 
del segundo dividendo parcial aa, y resto. Bajo al 
lado de la resta i el guaiismo siguiente 4 , y digo: 
7 en 14 cuántas veces está contenido? veo que son 2, 
pongo este guarismo en el cociente á la derecha del 
3, y le multiplico por el divisor 7; pongo su pro- ■ 
ducto 14 debajo del tercer dividendo pajcial , y le 
resto de ¿1} j ¿amo ao hay mas guarismos que baja^» 
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ni qaedi resta , resalta qne el cociente de diridir 

994 por 7 es 13»; 

Dem. La colocación de los dos t^minos es pM* 
comodidad j y las rayaa sé tiraa para claridad; ahora, 
para hacer ver la- exactitud de lo demasde la regla, 
nos coDtraerémos al ejemplo aDierior, donde observa- 
mos que hemos dividido prímerameate 9 centena» 
por 7, ó hemos visto 9 centeoas entre 7 i ctímó le» 
toca, y hemos hallado que ei á i ¡ pero como el 9 es- 
presa centenas, este cociente es i centena, y por lo 
mismo después del 1 debe haber en el cociente otros 
dos guarismos ; en 9 centenas, no sdlo había lo nece- 
sario para que tocase á 1 centena^ sino qae babia al- 
go más i y por eato hemos mnltiplicado el cociente 
por el divisor, y le hemos restado de lo qae nos ser- 
via de dividendo; á su lado hemos bajado el gnsris- 
mo inmediato 2 , y reatos que estas 33 son decenas, 
y bemoB continnado diciendo ; el 7 en s 9 cuántas ve- 
. ees está contenido? á 12 decenas entre 7 á cdmo les 
toca? hemos hallado que es á 3 , que las coloco & la 
derecha del i que hdbia de espresar centenas} ahora, 
para ver sí despnes de tocarles á 3 decenas quedan 
aun algunas decenas ,^ se multiplica este segunda co- 
ciente por el divisor, y se resta de] segundo' dividen- 
do parcial 2 a ; la resta i que resulta espres^ ana de- 
cena , que junta con las 4 unidades que se bajan^ son 
1 4 unidades ; que entre 7 les toca á 2 , que pongo á 
la derecha del 3 que espresaba decenas ; y como be 
visto cuánto cabe el divisor en todas las partes del 
dividendo , y tengo reunidos en an solo niimero to- 
dos los cocientes parciales^ resulta (intr^ ax. 3.") qno 
este es el cociente total. L. Q. D. fí. y D. 

51 Al ejecutar esta operación se debe tener pre-' 
senté: í° que no se puede poner de una vez en el 
nociente nada mas que 9; porque ñ se pudiera po- 
ner á mas, lo méoOs seria á 10, y la decena no cor- 
responderia al cbcienté parcial qu¿ se hallase , siso 
al anterior , lo que daría á conocer qae el ulterior 
era jnenor de lo que debía. 
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í." Qpt cuando se baja un giutriama y en ^, jun- 
to con la resta si la hay , no cabe el divisor^ se debe 
poneF o «» «í cociente , y ae- taja al iastanle el otro 
guarismo. 

3." Que iodo niimera cabe en aí mismo una rex, 
6 lo que es lo mismo , que si se tiene que- dividir' un 
mimara por sí mismo ^ el cociente es i. 

4." Que toda número diiiidido por la unidad da 
por cociente el mismo numero. 

Y 5.*^ que o dividida por cualquier ndmera siem' 
pre da o por cociente, Todo lo caai se re practicado 
en los siguientes ejemploSf 



72,0,8,4,71 \^ 45i9A9,4 I 9 

[^ 90i«5Í j5 _^ 51010J 

00 o S 00 o 

* . 9 



047 009 

40 9 



«? 04 , 

58 Caando se ha a^^qoirido ya cierta destreza, 
K eiecnta la operación con macha brevedad , toman- 
do def dividendo la parte que diga el divisor. V. g; 
8i quiero dividir 45683 por 7,-dÍr¿: la 7.» p^rte de 
4, guarismo de especie superior, -no puede sarj la 7." 
parte de 45 es 6 (que será el- primer guarismo del 
cociente), y quedan 3 ; que jnntaa con el gnáriamo 
Bigniente frwn 36, y dir¿:la7* parte de 36 es 5, 
que pongo al lado del 6 , y queda i, que juataeon 
el 8 vple 18 í la 7.* parte de r8 es 3, y quedan 4; 
que juntas coa el guarismo sigoieüte 5 coaipoaen 45J 
la 7.' parte de 45 es 6, que pongo al lado del 2 , y 
quedan^ por resta j por lo qae infiero qne el cocien- 
te es 6326^. ' 
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33 3-^ ^^'o. Prob. Mioidir un námero eonQWet* 
lo /mr (Oíro fompuesío, 

., Res. Coloqúese el dms<a- á la derecha del diti- 
dendo separáhdoloa con una raya , y poniendo otra 
debajo del divisor según se ha dicho en el caso an- 
terior ; después se separan con una coma d la iz~. 
quierda del dividendo tantos guarismos como tiene 
el divisor, ó un guarismo mas si en estos oo cabe el 
divisor. Separados ya estos guarismos se ve cuánta» 
veces el primer guarismo de la izquierda del dipisor 
está contenido en el primero del dividendo (ó en lo» 
dos primeros si se tomd pata pl primer divideii4o^uii 
guarismo mas de los que tenia el dirisor), y el nú- 
mero de veces que está contenido se pone en el oo- 
cíente^ se multiplica este cociente. por todo el divi- 
sor^ y el producto se coloca debajo del dividendo 
parcial , se tira una raya y se resta de él. Al lado 
de la resta sé taja el guarismo siguiente (apuntán- 
dole coa la coma en el dividendo) , y se ve euánta* ' 
veces el primer guarismo del divisor está contenido 
en el primero' (si tiene tanto* el uno como el"otro) 
ó dos primeros del dividendo (ti taviese este ano ma» 
que el divisor); se pone este guarismo en él cociente 
á la derecha^dél primer cociente parecí, se'múíti- 
plica por todo el divisor, se tira la raya y se resta. 
Al lado de la resta se baja el guarismo siguient», y 
así se procede hasta que no haya mas guarismos que 
bajar i y ^i al fin queda algifoa resta se pone á la de- 
recha del cociente con una raya y el divisor debajo. 
t."^ ejem. Si quiero dividir 966 por 43, colocara 
el divisor 42 á la. derecha del dividendo 966, lepa- 
dándolos con una raya en esta forma: 

Y después de haber tirado otra de- 96,6,. I 49 
bajo del divisor, separo i la izquierda 64 I ^ 

^el dividendo dos guarismos , 7 veo | 

cuántas veces está contenido en el pri- la 6 
ínero qne es 9 el primero del divisor is 6 
qoe, es 4 j hallo que son a veces » y . .-^— 
pongo el gaaiismo > ea «1 wcíenteí poo 



c .y Google 



afaora multiplico este cociente a por todct el divisor 
42 , y coloco el producto 84 debajo del dividendo 
parcial 96 , tiro la t&ya y resto. Al Jado de la resta 
le bajo el gaariamo siguiente 6; y cumo ahora ten- 
go por segundo dividendo un ndinero que tiene un 
guarismo/ mas que el divisor, averignaré caántas re- 
ces en los dos primeros de este dividendo está con- 
tenido el primera del divisor; y 91Í, diré: el 4 en 13 
cuántas vffies está contenido ? veo que son 3 , pongo 
3 en el cociente á la derecha del z , multiplico todo 
el divisor por este 3^ y coloco el producto 1 26 debajo 
del dividendo parcial i£6, tiro una raya y resto; y ce- 
no no bay mas guarismos que bajar , ni queda resta, 
digo que el cociente de dividir 966 por 4a es 23. 

i° ejem. Si quiero averiguar cuántas veces^ cabe 
el 8i3 en 442635 , colocaré los números como aquí 
se presenta: 

¥ después de tiradas las 4426,3,5. 
rayas, separaré cuatro gua- 4060 1 ,.-9s 

rismos en el dividendo, por ^— -^— I "'*"Ti3 
no ser suficientes los tres 
primeros para contener al 
divisor, y diré: 44 entre 8 
les toca á 5, que pongo en el 
cociente; multiplica el 812 
por 5 , coloco el producto 
4060 debajo del dividendo 00 9 5 
parcial 4426, tira una raya 

y reslo. AI lado de la reste 366 bajo el 3, bailo que 
el 8 está contenido 4 veces en 36, y pongo 4 en el 
cociente; mulliplici^ el 3iz por 4, cqIoco el producto ' 
3248 debajo del dividendo parcial 36Ó3 , tiro una' 
raya y resto. Al lado de la resta 415 bajo el $ , veo 
que el 8 está contenido 5 veces en 41 , pongo $ en 
el cociente , multiplica el 812 por 5, coloco el pro- 
ducto debajo del dividendo parcial, tiro la raya y 
resto; y como no bay mas guarismos que bajar, co- 
loco la resta 95 como be dicho (49)1 V tengo que de ' 
dividir 443633 por 81a resulu 545^^- 
C T.I. 
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Dem. La colocación de los términos y \m rayas, 
se hace por comodidad j claridad (50). Después to- 
mamos á la izquierda del dividendo tantos guarismos 
como se necesitan para que esté coutenida el divisor, 
y hallamos, contrayéodonos al primer ejemplo, que 
se necesitan dos guarismos , y que en ellos está con- 
tenido el divisor 2 veces , ó que 96 entre 43 que es 
el divisor, les toca i. a ; pero como el 96 espresaba 
deccoan , resulta que estas dos serán decenas. Hago 
la multiplicación y resta, para isaher si ademas de 
tocarles á 2 decenas queda, ann algo que repartir, 
como socede en efecto, pues quedan 13 que son de- 
cenas; y bajando el guarismo 6 de las unidades, be 
visto cuántas veces cabe el 4a en j^ó, y bailo 3, 
que como son unidades las coloco Á la derecha del 2 
que espresaba decenas. Hago la multiplicación y res- 
ta para ver si quedan aun algunas unidades por re- 
partir, y veo que ño; y como todos los cocientes que 
han salido de dividir todas las partes del dividendo 
por el divisor, los tengo reunidos en un solo ndmero, 
resulta (intr. as. 3.°) que este es el cociente total. 
L.Q.D.H.yD. 

54 Suele suceder que el cociente sacado por la 
regla (53) es mayor de lo que corresponde, por no 
estar contenido todo el divisor en todo el dividendo 
parcial tantas veces como el primer guarismo del 
divisor está en el pilmero 6 dos primeros del divi- 
dendo. Esta circunstancia (que arredra á los princi- 
piantes, y orijiua toda la dificultad de la división) 
desaparece al instante , si se atiende á lo dicho (48)} 
pues si el produpto que resulte de multiplicar el di- 
visor por el cociente puesto, fuese mayor que él di- 
videndo , está reducido á horrar dicho producto y 
cociente , y poner en este una unidad menos; se pro~ 
cede á la multiplicación , y si el producto es todavía 
mayor que el dividendo , se vuelve á borrar , y se 
quita otra unidad al cociente; y asi se continúa has- 
ta que encontrando im producto igual ó menor que el 
dividendo se ejecuta la resta ; y- siempre que la res- 
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la sea mentyr que el divisor , el cociente será el ver- 
dadero. Si la resta faese igual ó mayor que el divi- 
sor , se irán añadiendo unidades al cociente , hasta 
que venga á quedar una resta menor que el divisor. 
De donde se infiere , que teniendo un poco de pa- 
ciencia para hacer dos ó tres operaciones que com- 
prueben el verdadero cociente, y ejecutando in'jchoa 
ejemplos, llegarán á ponerse tan diestros que no ten- 
drán luego que hacer ningún tantep. Por lo mismo 
se ponen aqní estos dos ejemplos. i'° Si quiero divi- 
Tír 575726 por 493 , los colocaré como se veen (A), 



(A) 


1 


m 


srs.^í.s. 


493 


379''3.'.°.4> «879 


493 


I». 


iHífi» ¿ 


0837 
9S6 


18 
69 


34395 53, 
03568 . % 


493 


1 


3439 5 


3342 


7UÍ 


oisSóo 


a9*<t 




»375» 


3953 




6879 




59»' 4 






03846 




ét^tt 






S503' 






3451 




0478 « 



mn 



0395 ■ . 

Separo tres gcarismos en el dividendo y digo: 5 
entre 4 á i que pongo en el cociente j multiplico y 
resto. Al lado de la resta 82 bajo el guarismo siguien- 
te 7 del dividendo, y digo : 8 entre 4 á s, que pongo 
eo el cociente y multi'íjüco; y como el producto 986 
es uiayoT que el dividendo parcial 827, infiero qua 
el cociente 3 es mayor de lo que debe aer ; boriOf 
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pues, el 986 7 también el i , 7 pongo ¿ i en el co- 
ciente } multiplico j resto (porque el producto 493 
es menor que ej dividendo). Al lado de la resta 334 
bajo el guarismo siguiente 2 , y digo: 33 entre 4 á ' 
8 , que pongo en el cociente , y multiplico ; y como 
el producto 3944 es mayor que el dividendo 3349, 
le borro y también el 8 ; pongo á ^i y como el pro- 
ducto 3451 es aun mayor que el dividendo, los borro 
y pongo á 6; multiplico el divisor por este cocieDte 
6; y como su producto 2958 es menor que el divi- 
dendo, tiro. la raya y resto. Al lado de la resta 384 
bajo el 6, y digo: 38 entre 4 á 9 ; y como el pro- 
ducto del divisor por 9 es mayor que el dividendo, 
lofi borro y pongo á 8 ; multiplico y sale también ua 
producto mayor; le borro y pongo á 7; multiplico y 
resto, lo que da la resta 395 i Y reuniendo ahora todos 
los cocientes tendré el verdadero y tolál en 1 167^^'. 

2." Si quiero dividir 37963104 por 6B79, ejecu- 
tara la operación como se ve en (B), y saco el co- 
ciente 55"8m|. 

55 Entendido el modo de hallar el verdadero ca> 
cíente, se puede ahorrar todo este trabajo, practi- 
cando estas dos reglas : i.^ cuando el segundo gna- 
rismo del divisor sea 8 tí 9, se considerará el pri~ 
mero (al tiempo de busbar cada cociente) como con 
una unidad mas. 

2.^ Véase si en la reata que queda de dividir el 
primero ó dos primeros guarismos del dividendo por 
el primero del divisor, Jlmta con el guarismo siguien- 
te del dividendo, cabe el segundo del divisor el mis- 
mo número de veces que el primero en el primero ó 
dos primeros del dividendo; y si cabe se podré ase~ 
gurar que el cociente hallado es el verdadero , sino 
cabe no lo será. 

Esc. Los principiantes debeti aplicarla i.* regla 
¿ los ejemplos anteriores, considerando en el primero 
(aiempre que vayan á sacar el cociente) el 4 como 
si fuera 5: y en el segundo el ó como si fuera 7, y 
veráa que no escriben mas guarismos que los nece- 
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lirios psra eocontrarel verdadero cociente. Ademas 
deben resolver los siguientes ejemplos. 

Si qoiero dividir 1S5975 por 395 , los colocaré 
como aquí se ve: 

Separo cuatro guarismos, 
y ea vez de decir 18 entre 
3, diré ! 18 entre 4 á 4, que 
poDgD en el cociente j mul- 
tiplico todo el divisor por 
est« 4, coloco el producto 
debajo del dividendo, tiro 
aSí layn y resto. Al lado de 
li resta S79 bajo el gnaris- 
aio siguiente 7 , y digo : 37 003 g 5 
entre 4 á 6 , que pongo en 

el cociente; multiplico y resto; y como la resta 427 
es ina^or que el divisor, infiero que el cociente de- 
be ser mayer de lo que le he puesto; por lo cual le - 
borro, y borro también la resta y producto; pongo 
í 7, multiplico y resto. AI Jado de la resta 3a bajo 
el guarismo siguiente ¿ , y por ser el dividendo me- 
nor que el divisor pongo o en el cociente; y como 
no ha^ mas guarismos que bajar, pongo la resta 325 
al lado del cociente , con la raya y el divisor deba- 
jo, y resulta por cociente 470^|. 

Si quiero dividir 2285473 po"" 352"^) 'o* coloca- 
ré como aqaf se ve: 

Separo cinco guarís- £2854,7,3, j 3526 
mosydigo: 22 entre 3 si 156 I ^ yjyj 

^7, y queda una, que ' | ssa* 

janta coa el 8 vale 18; 016987 
y como 18 entre 5 (se- 14104 

gando guarismo del di- 

visor) no les cabe á 7, 288 3 3 
io&ero que no puedo po- 282 o 8 

ner 7 en el cociente ; veo ■ 

que 22 entre 3 dándoles 006 2 5 

i 6 sobran 4, que juntas 

con el 8 raleo 48 ; y como 48 contiene al 5 mas de 
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seis reces, digo qae 6 es el cocientej le poogo^ mol- ' 
tiplico y resto. Al lado de ía resta 1698 bajo el 7; 
y coBtiauaodo el misino raciocinio evito los tanteos, 
jr saco el cociente 6ii^-^i¿g, 

56 La operagioo de dividir se pDede abreviar 
siempre , ftaciendo la r(t¡a al mitmo tiempo que la 
multiplicación d^l dipifor por el cociente parcial. 
V. g. si quiero dividir 57337 por 46 , los colocara 
cooio he dicho (53) y aquí so ve; 

Separaré dos guarismos en 57i3tSi7) I 46 
el dividendo, y dir¿l 4 en 5 11 3 124644 

cabe uoa ve^, y poogo ) en oz i s | " 

el cociente ; maítiplico ahora 0287 
el divisor 46 por el cociente i, Q i t 

y en vez .dp colocar este pro* 

ducto debaja dej dividendo parcial ^7, para reatar 
despuef , voy qeculando la res|a al mismo tiempo 
. qoe formo e¡ producto en esta forma ; 6 por i es 6, 
de 6 á 7 va I , que pongo debajo del 7 , y coníiofio: 
} por ^ es 4, de 4 á f¡ va I, que pongo debajo del 5. 
AI ladq de la resta 11 bajo el guarisino siguiente 3, 
y digo ; 4 en 1 1 está contenido s veces, pon^^o z en 
el cociente, multiplico y resto diciendo : s por 6 son 
ra, de 12 a 13 va i , y de 13 llevo | ; a por 4 son 
8 , y I que llevo son 9 , de 9 á 11 van a , y de 11 
llevo I } de I á I no va nada, y pongo o debajo del 
tlltimo t. ^1 lado de la resta ai bajo el guarismo 
siguiente a , y digo : 4 en ?! á £¡ ; pero como etflo 
sobra I unidad , y en ella junto cou el guarismo 
siguiente i , no eüt^ contenido 5 veces el segundo 
guarismo del divisar 6, les pondré sdio é 4; multi- 
plico y resto, diciendo; 4 por 6 son a4, de S4 á 3a 
van 8, y de 3S llevo 3^4 por 4 son 16 i y 3 ^on 19, 
de 19331 van ;, y de 31 llevo a, á a no va nada. 
Al lado de la reata s3 bajo el guarismo siguiente 7, 
y digoi 4 en s8 está 7 veces; pero como no sohr^ 
nada pondré sdlo i 6 } haré la multiplicaciony res- 
ta, diciendo: 6 por f¡ son 36 , de 36 á 37 va 1 , y 
de 37 llevo 3 j 6 por 4 son £4 , y 3 que llevaba son 
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S7 , de 37 iC gS Tft I , y de 28 llevo 3 ; de 2 á 3 
no va nada , y pongo o debajo del 2 ; y como no hay 
Biaa .guarisinos que bajar, pongo la resta 1 1 como he 
dicho (49), y tengo el cociente 1246^^. 

Eíc. Si al ejecutar esta operación no se pudiese 
hacer la ultima resta , es señal de que el cociente es 
mayor de lo que corresponde; y ei después de hecha 
la resta, resulta esta igual ó mayor que el divisor, es 
señal que se ha puesto de mdnos al cociente -^ y en ^3* 
tos casos se hará la corrección necesaria. 
aé aquí mas ejemplos para ejercitarse.- 



8450>3»^7»| 3987 98540,6,7,8,( 54781 

°^^^l, a"9ÍMf ^^^^^^ I '79^1111 

37747 0482 6 88" 

_ 01 8 6 4 044 440 

57 Ademas se ahrevía la división cuando ambos 
t/rminos 6 bolo el divisor terminan en ceros. Eo el 
I ."' caso se borran en los dos tantos ceros como hay 
en el que tiene menos , y se hace la división con lo 
demos que queda. Y en el a,° se separan á la derecha 
del dividendo tantos guarismos , corno ceros hay al 
fin del divisor^ se hace la división de lo que queda á 
la izquierda; al lado de la resta ^ si queda, se baja 
iodo lo separado, y se tiene la resta total, la que se 
pondrá encima de una raya y todo el divisor debajo. 

58 LoS'UEOs de la división son seis: 1° cuando 
claramente se dice que se quiere buscar las veces gue 
un número está contenido en otro^ 3° cuando hay que 
repartir entre varias personas cierto número de cosas; 
3." cuando se quiere dividir un número en partes 
iguales , ó tomar una parte de un número, como mi- 
tad, tercio, i^c. 4.° cuando conociendo el valor de 
muchas unidades , se quiere averiguar el de uím; 5.** 
cuando se quieren reducir unidades de especie infe- 
rior á unidades de especie superior; y 6/ cuando se 
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quieren hallar todos los números q^e dividen exacta- 
mente d otro dado. 

En el primer caso se divide el mayor por el me- 
nor por el método espuesto (56). 

En el 2.'^ se divide en abstracto el numero de las 
cosas por el de las personas. V. g. ün padre al mo- 
rir ba dejado 8 hijos, y en hacienda, alhajas , casas,. 
&c. 7465235 reales; dividiendo el nilniero 7465235 
por el de loe hijos que es 8, el cociente 933i54f es- 
presará los reales que corresponden á cada uno, 

En el 3.° se divide el número dado por el que ei- 
presa las partes en que se ka de dividir ^ 6 la partt 
que se quiere tomar. V. g. si quiero dividir en 7 partes 
iguales el niímero 1673, dividiré 1673 Jior 7, y en el 
cociente 239 tendré el valor de una de estas partes. 

£a el 4." caso , se diyide ^l valor de dicftas uni- 
dades por el número de ellas , y el cociente será el 
valor de una. Y. g. sabiendo que 35 varas de paÜo 
han costado 1505 reales; para averiguar á cduio ha 
costado la vara, dividiré el valor de todas las vapas, 
que es 1505 reales , por el niíniero de ellas 35, y el 
cociente 43 será el valor de oada vara de paño. 

En el 5." caso, se divide el número de unidades 
de especie inferior por- el número que espresa ¡as ve- 
ees que la unidad de especie inferior cabe en la de 
especie superior. V. g. ai quiero reducir 9245 mara- 
vedises á reales, dividiré los 9245 maravedises por 34, 
que son los maravedises que tiene un real , y el co- 
ciente 271 §^ seriín los reales que componen; pero en 
estos casos no se pone la resln como ánles {49), Sino 
que se deja conservártdule el nombre que tenia el di- 
videndo de que provino; de modo que en vez de de- 
cir 271 reales y treinta y un treinta y cuatro avos 
de real^ ae dice 271 reales 7,31 maravedises. 

Esc. Si entre Jas unidades que se dan y aqilellas 
á que se quieren reducir hay otras intermedias, se 
van reduciendo sucesivameate á las de especie supe- 
rior inmediata hasta llegar á la que se pide. V. g. 
•i quiero reducir 7483506 maravedises á doblones. 
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dividirá primero por 34, para reducirlos árcales; los 
reales que resulten los dividiré por 15 , para redu- 
cirioj i. pesos j y finalmente, estos pesos loe dividiré 
por 4 para reducirlos á doblones ; y tendré en este 
último cociente, junto con las restas anteriores, los 
doblones , pesos , reales y maravedises , que faay'en 
ef námero propaesto. La operación se ejecutará como 
aquí se re: 



mará red f sea. 

068 

035 
106 

4 



u 




»íiO!ii°,3,'>- 


15 




7° 
1 1 


■4A7,3.P"- 


4 


0053 0S7 


ji68 da. 



y diré que en 7483506 mrs. hay 3668 doblones, 1 
peso, 8 reales y 4 maravedises. 

59 Para procetier al sesto uso advertiremos, qne 
cuando un número esté contenido en otro un número 
exacto de veces , se llama al qoe contiene múltiplo 
del contenido, y al contenido submúltiplo aparte alí- 
cuota del que contiene; cuando un iiiimero no está 
conteaido en otra un número exacto de veces, se di- 
ce que es parte alicuanta del continente. V. ^. el ao 
es múltiplo respecto del 4 y del 5i y el 4 y el j son 
partes alícuotas del 20; y 4 es parte alicuanta del 
21. La parte alícuota se llama también /acíor , por- 
que multiplicada-por la otra produce el número de 
que lo es; v. g. 4x5=20; y como si dividimos el 
30 por el 4 d por el 5, dará cociente exacto, se in- 
fiere que parte alícuota , factor á divisar de un nú' 
mero , es cualquier otro que le divide sin dejar resta. 
Pero si consideramos el 5 y el 4, que son factor 
res del io , observaremos que el 5 no se puede divi- 
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dir exactamente por nioguD otro oámeto maa qae por 
él mismo j por la uoidad ; por lo qne cate nrimero, y 
todos los qne tienen esta misma propiedad , como s, 
3, ¡r, II, 13, 17, &c. se' llaman números primos 
ó primeros ó factores simples. El 4 , adecúas de ser 
divisible por si mismo y por la anidad, lo es tam- 
bieo por 3; por cuya tuma este ndmero, j todos loa 
que son divisibles por algan otro ademas de ellos 
mismos y la oaidad, como 6, 8, 9, 10, ja, &c., 
se llaman factores compuestos. Esto sapiíceto , para 
poder eacaiitrar todos los factores simples y compues- 
tos de los niimeroB, se debe saber que todo número 
que termina en cero á guarismo par es divisible por 
a. Todo mímero (v. g. 364) cuyas cifras (3,6^4) 
sumadas como unidades sencillas , den ^ 6 un m¿tíi- 
plo de 3 (que aquí es 1 2) es divisible por 3. 

Como todos los mdltiplos de 5 acaban en o (í en 
$, se conocerá que un número es divisible por 5 si 
acaba en o ó en ¡. Esto supuesto, para hallar los fac- 
tores simples y compuestos de un número cualquiera, 
se pone el número lo maa alto y hacia la izquierda 
del papel ó pizarra donde sf ejecuta la operación^ des- 
pués se tira una raya de arriba abajo ^y ala dere- 
cha de esta raya, enfrente del número propuesto , se 
pone el ndmero primero menor por que sea divisible^ 
esta-dioision , como es sencilla, se va haciendo men- 
talmente (52), y el. cociente se va poniendo debajo deí 
número propuesto. Enfrente de este cociente se pone 
otra vez el mismo divisor, si es divisible por ¿I, y sino 
aquel número primero menor por que sea divisible este 
cociente; y asi se continúa hasta llegar á un cociente 
que sea número primo , y se dividirá por si mismo. 
Después se tira una raya á la derecha de los factores 
íimplesy y para formar los compueatos de dos, se mul- 
tiplica cada uno de los simples por los que tenga de- 
bajo de sí, y el producto se pondrá á la derecha de 
la raya enfrente del factor simple por que se multi- 
plica. Luego , se tira otra raya ; y para formar los 
compuestos de tres , se multiplica cada compuesto de 



c .y Google 



ARITMÉTICA. 43 

4 doí por todot To» simples que haya debajo del ren- 
glón en que está el compuesto de á dos; y asi se pro- 
cede hasta llegar al último que debe resultar en el 
renglón inferior é igual con el número propuesto. 

i'" ejemplo. Si qaiero hallar los factores BimpIei 
y compuestos del niimero zio, le colocaré lo mag ar- 
riba y hacia la izquierda que pueda, y tiraré la ra- 
ya como aquí se ve; 



lO 2 








05 3 


6 






35 3 


10; 13 


3» 




7 1 7 


<4iíli35 


4»; 7°í 


105 



j coiDo el aioterniina en cera, es divisible- por a; 
pongo el 3 eofreote , j hago la divisiou diciendo: la 
mitad de 9 es I , que pongo debajo del 3 del si o; 
contindo : la mitad de i es o que pongo debajo del 
I del 210; y me queda uno, que junto con el o de 
arriba da loj la naitad de 10 es 5 , que pongo á la 
derecha del o. Gooio el 105 no ea divisible por s, 
veo sí es divisible por 3 , diciendo : t y o es i , y 
5 son 6 3 y como 6 es múltiplo de 3 , infiero que el 
103 se puede dividir por 3; y por lo inismo coloco 
el 3 á su derecha , y hago la división de este modo: 
la 3.^ parte de i es o, que no pongo y sobra i, que 
■jnpto con el o vale ipj la 3.* parte de 10 es 3, qne 
pongo debajo del o , 7 queda i , que junto con el 5 
son t¿; la 3.* parle de 15 es 5 , que pongo i la 
derecha del 3. El 35 no es ya divisible por 3, pe- 
ro lo e; por ¡f-, coloco el 5 a su derecha y digo: la 
3.' parte de 35 es 7, que pongo debajo del 5 i y 
como el 7 es numera primo le dividirá por éi mis- 
mo, diciendo : la 7.^ parte de 7 es i , que poogo de- 
bajo del 7 , y tengo todos los lactorea simples. 

Para bailar los factores compuestos de dos sim- 
ples , tirará i la derecba de estos una raya, y mul- 
tiplicaré el s poi todos ios que tenga debajo de sí, 
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diciendo : a por 3 son 6, que coloco i la derecha 
de la raya , enfrente del 3 , qne es por el qne he 
maltiplicado ; continiio : a por 5 son 10, que pon- 
go enfrente del 5 que es por el que he multiplica- 
do, y contindb: 3 por y sün 14, que pongo por la 
taisoia razón enfrente del ;r. Faso á multiplicar el 3 
por todos ios que tiene dehajo, diciendo: 3 por 5 soa 
15 , que pongo enfrente del 5 que e» por el que be 
multiplicado i y para que no se confunda coú el 10 
' que tengo en el niiaoio rénglou , los separo poniendo . 
entre ellos punto y coma ; contindo diciendo : 3 por 
^ son 21 , que pougo enfrente del 7, al lado del 14 
separándolos con punto j coma ; después paso á .mul- 
tiplicar el 5 por todÍ3S los que tenga debajo de sí, di- 
ciendo : 5 por 7 son 35 , que pongo enfrente del 7 al 
lado del 2 1 . Como el 7 no tiene ninguno debajo de sí, 
-no puedo ya sacar mas £ictores de ¿ dos. 

Paso á los de á tre« , para lo. cual tiro ana raya 
y multiplico el ó , primer factor de á dos , por el 5 
y por el 7, que soa los simples que hay debajo del 
renglón donde se halla el 6, diciendd : 6 por 5 soa 
30 , que pongo enfrente del 5 , que es el simple por 
que he multiplicado ; y luego 6 por 7 son 43 que 
pongo enfrente del 7. Paso ahora á multiplicar el 10 
por el 7 , que es el simple que tiene debajo de sf, 
diciendo : 10 por 7 son 70 ,' que pongo enfrente del 
7, al lado del 43 ; tiro otra raya y paso á los de á 
cuatro; para lo cual multiplicaré el 30 por los que 
haya en los simples debajo del renglón donde e6t4 
el 30; y como 8¿Io está el 7 , diré: 30 por 7 soa 
aio, que es el ndmero dado, como debia verificar- 
se ; pues ya no hay mas factores. 

Si se repite algún factor simple también se re- 
petirán los compuestos; pero se erita el poner es- 
tos ejecutando la operación como se ve en el ejem- 
plo siguiente; 
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40J 6oi 90 


laoj 


180 



De las pruebas. 

60 Probar una operación es hacer otra que d¿ á 
conocer si la primera está bien hecha. Como en ia/ 
operación qae sirve de praeba' estamos tan espuestoi 
& equivocarnos como en la primera, resalta que la 
mejor prueba es repetir la operación do^ d mas veces. 
Las operaciones con que se quieren comprobar las 
de sumar y multiplicar, son mas complicadas que 
ellas;-por'lo que no ae acostumbran hacer, y esto nos 
escusará de espHcarlas, y sdlo diremos: que en U 
operación de realar el sustraenda sumado con la resta 
debe dar el minuendo , si la operación está bien he- 
cha. En Ja división se debe multiplicar el divisor- 
par el cociente , al producto se te añadirá la resta 
(fi la hay), y la suma deberá ser igual al dividendo 
si la operación está bien hecha. 

Qtnsecuencias importantes de las operaciones espti' 



6t Las. cantidades conocidas que entran en los 
problemas , se llaman datos ; y lo que se halla por 
medio de ellas, se llama resultado. Asi , en la adi- 
ción los datos son los sumandos, y la suma es el 
resultado, &c. Vamos, pues, á ver las alteracionea 
qae deben sufrir los resultados ea variando los datoa. 

1.° Pues que sumar es reunir en un ntiniero el 
valor de muchos, resulta que la suma crecerá 6mea~ 
guará torito como crezcan ó mengüen los sumandos; y 
una suma permaateerá la misiaa, si á un turnando st 
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le añade un número cualquiera y á otro m le fitifa 

el mismo número. 

2.^ Como en U resta se qoita el sustraendo del 
minuendo , se infiere que cuanto mayor ó menor sea 
el mimieado^ permaneciendtí el mismo sustraendo, tan- 
to mayor ó menor (se entiende por via de suma ó res- 
ta) será la reata; y cuanto mayor ó menor sea el sus- 
traendo , peritíaneciindo el mismo minuendo , tanto 
jnetíor 6 mayor será la resta ; lo que maciSesta que 
la resta puede crecer ó aumentando el minuendo ó 
disminuyendo el sustraendo; y pnede menguar dismi- 
nuyendo el minuendo 6 aamentando el sustraendoj 
6 lo que es lo mismo , í la resta le sucede lo mismo 
qne al minuendo , y lo ooatrario que al sustraendo; 
y tma resta no se alterará 6 permanecerá la misma^ 
oHadiendo ó quitando una misma cantidad al mi- 
nuendo y sustraendo. 

^,0 Pues que multiplicar es tomar tantas veces 
el multiplicando como unidades tiene el multiplica- 
dor, resulta qife cualquiera de los factores que cresea 
ó mengüe , deba, causar incremento ó decremento en 
el producto. Si el multiplicando se hiciese el duplo, 
el triplo, ^c. de lo que era (permaneciendo el mul- 
tiplicador el mismo), el producto deberá ser el duplo, 
el triplo , £fc. del que se sacó antes. Si se hiciese la 
mitad , tercera , cuarta , &'c. parte (quedando uno 
mismo el multiplicador) , el producto será la mitad^ 
tercera ^ cuarta, £^c. parte del que se tenia dntes. 

Lo mismo decimos respecto del multiplicador, 
permaneciendo el mismo el multiplicando; de donde 
■e infiere que un producto permanecerá el mismo si' 
un factor se parte por el mismo número que se mul- 
tiplique el otro. 

4.** Hemos visto que dividir es averiguar las t«-' 
ees que el divisor está contenido en el dividendo, rf 
quitar aquel de este todas las veces que se pueda; 
luego si el dividendo crece ó mengua, deberá crecer 
¿ menguar el cociente; y si crece ó mengua el divi- 
mr , dtbtrá mengftar- ó crecer el cociente. Esto es en 
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general; pero ai el dividendo ¿e hace ti duplo ^ el 
triplo , &c. (quedando uno mismo el divisor) , el 
cociente será el duplo , el triplo , &c. de lo que 
era antea ; y si el dividendo se hace la mitad , ter- 
cera parte , fiPc. el cociente será la mitad , terce- 
ra parte, &'c. de lo que era antes. Si el divisor se 
hace el duplo , el triplb, &c. (quedando nno; mismo 
el dividendo) , el cociente será la mitad , tercera 
parte, (fe, de lo que era antea ; pues para ceda uni- 
dad que les tocase antes, habrá ahora dos, tres, &c- 
eatre que repartirla; y si el divisor se hiciese la mi- 
tad 4 tercera parte, (fe. el cociente será el duplo , el 
triplo^ (fe. de lo que era antes j paes para cada dos, 
tres , &c. unidades que les tocaee ¿ates , no habrá 
ahora maí de uno entre cpe repartirlas. De donde 
se infiere que un cociente no se altera aunque se mul- 
tipliquen apartan los dos términos de la divisU)npor 
un mismo número. Porque lu que aumenta 6 dismi- 
nuye por razón del dividendo , lo disminuye ó au- 
Düeata por razón del divisor. 



I>e los quebrados 6 fracciones; de su espreslon, reduc- 
ción á un común denominador, y simplificación, 

69 Hemos dicho (15) que quebrados son aquellos 
números que espresan partes de la unidad. Para for- 
marse una idea exacta del quebrado , es necesario 
atender al numero de partes que se toman de la uni- 
dad, que se llama numerador (porque las cuenta ó 
numera) , y ¿ la clase de partes que se tiznan , esto 
es , en cuántas partes está dividida la unidad , que 
se'llania denominador (porque da nombre al quebra- 
do). V. g. en el quebrado tres cuartos ó tres cuartaa 
partes de una unidad , como una' manzana , una na- 
ranja , &C. el numerador es tres, y el denominador 
cuatro. El numerador y denominador juntos ^ se lla- 
man términos del quebrado. 

63 Teor. Todo quebrado es una divisim indicada- 
del numerador por el denominador. 
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Espi. Si tenemos <]ue dividir ii'manzaoaa entre 
4, dará el codéale 2173 de resta , que se han de. 
repartir entre loa mismos 4 ; pues vamos Á demos- 
trar que repartir estas 3 manaanaa entre 4, equivale 
á. tomar tres cuartas partes de una manzana aola. 

Dem. Para esto, lo mas natural es dividir cada 
manzana en cuatro partes, iguales , j dar á cada ano 
una de eetas cuartas partes ; pero como laa unidades 
ó manzanas son iguales, en lugar de dar á cada auo 
ana cuarta parte de la primera , otra de la segunda 
y otra de la tercera , le podramos dar tres de la pri- 
mera, 6 de cualquiera de ellas, que era L. Q. D. D. 
Por esta razón sq escriben y leen los quebrados 
del modo dicho (49) ; v. g. el quebrado anterior se 
escribe ^ , 7 el quebrado ^, se lee : diez y nueve 
veinticuatro aoos. Gomo el numerador denota las par- 
tes que se toman de la unidad , y el denominador ea 
cuántas se considera dividida la misma unidad, ó 
cuántas componen una unidad, se infiere que cuan- 
do el numerador s^ igual al denominador, el que- 
l>rade equivaldrá á la unidad, 7 así tendremos que 
1=1=1=1=1=^ &c. &c. 
En este caso se dice que la unidad ae ha puesto 
en forma de quebrado; 7 cuando el numerador sea 
ma7or que el deaominador, el quebrado se llama ira- 
propio. V. g. J, ^, &c. &c. 

64 Teor. Si una unidad se divide en un ndmero 
cualquiera ^ v. g. de partes ifftalesy y la misma uni- 
dad se divide en otro número 5 de partes iguales^ ca- 
da parte que resulte de dividirla en 5 , será menor 
que la que resulte de dividirla en 3 ; 7 si se dividiera 
en 6 que es duplo de 3 , cada parte que resulte de di- 
vidirla en 6 , será la mitad de la que resultó divi- 
diéndola en 3. 

Dem. Estando la unidad en el primer caso divi- 
dida en tres partes , equivaldrá al conjunto de ellas; 
7 por la misma razón la misma unidad equivaldrá en 
el segundo caso al conjunto de las cinQo partes j lué- 
00 (intr. ax. 5°) el conjunto de las tres partes pri'^ 
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nena equivaldrá al conjunto de las ciaeo s^and&aj 
laego si se necesitan 5 segundas parg componer 3 pri« 
meras, no bastarán 3 sej^nndas para componer 3 prí« 
meras ; lae^ cada segunda será menor que cada pri- 
mera. ¿. I." Q. D. D. 

Cuando se divida en 6, tendremos, discnrrieodo 
del mismo modo , que las tres partes primeras eqni* 
valdrán al conjuato de las 6 segundas ; luego si sa 
necesitan 6 segundas para componer 3 primeras, ca» 
da a segundas compondrán i primera; luego cada se- 
guada será la mitad d« Qada primera. L. a ." Q. D. D» 

65 Teor. Si permaneciendo uno miuno el denami* 
nadar de un quebrado^ aumenta ó ditminuye su nu- 
merador, aumentará á disminuirá del mismo modo ei 
güebrado¡ y si aumenta por vía de mulíiplieaoion i 
disminuye por via de división, lo hará del tnismo mo' 
do el quebrado. ... 

J)em. Por no alterarse el denominador, no se al-t 
tera el valor de cada parte; lu^go cnando se torneo 
mas partes, que es cuando crece el numerador, .se ten- 
drá un quebrado maj'or ; y cuando se tomen m¿noS4 
qae es cuando disminuye el numerador, se tendrá uq 
quebrado menor. L. i ." Q. D. X). 

Si el Diímero de partes qiie se tomtf , fue el du-* 
pío , el triplo, &c. el valor del quebrada que noS' re* 
cuite , será el duplo , el triplo , &c. ; y si fue el sub- 
duplo, el subtriplo, &c. el valor del quebrado que 
nos resulte , lo será igualUiente. L. z.° Q. D. D. 

Use. Hé aquí queJx'ados can esta condición > 

. A, A, -Ai ff. /f! 
y manifiestan qoe de quebrados que tienen an mistno 
áenómiiHidor, aquel es mayor que tiene mayor nume» 
radar; y que para multiplicar ó dividir un quebrado 
por, an número cualquiera, basta multipUbar ó divi- 
dir su numerador por dicho número. 
. 66 Teor/ Si' permaneciendo uno mismo el numeñn 
dar de- un quebrado, aumenta ó disminuye su deno" 
lainaát^r !,■ dismiKuirá ó aumentará el quebrado. Si el 
denominador aumenta por vio de multiplicación , el 
D T. I. 
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quebrado ^sminuirá por via de división ; y si el de* 
núminador disminuye por via de división^ el quebrO' 
do aameitíará por via de multiplicación. 
- l)em. Cooio el numerador permanece el miemo, 
se toma siempre ud mismo niíiuero de partes ; luego 
el valoEdel quebrado será mayor ó menor, según lo 
eeau las partea que eaprege ; pero mientras mayor sea 
el niimero de partes en que se divida una unidad 
cualquiera, será (64) menor el valor de cada una; 
loego mientras mayor sea el denominador, será me- 
nor el yalor de cada parte, y por consiguiente el va> 
lor de un udraero cualquiera de ellas. L. 1.° Q. D. D. 
Si el denominador se hiciese dos ó tres &c. ve^a 
inayor, el valor de cada parte se harie (64) dos ó tres 
&c. veces menor; luego un ndmero cualquiera de 
elias aera también dos ó tres &c. veces menor que lo 
que era antes. Si el denominador disniinDye por Vi* 
ás- división , entdnces el valor de cada parte aumen- 
tará por via de multiplicación. L. a.'^Q. D. D. 
~ Esc. Hé aquí quebrados que satisfacen á estas 
condiciones. ^, í?, /y i íai li 
y manifiestan q^ue de quebrados que tienen ua mismo 
numerador, es mayor el que tiene menor denomina- 
dor, y al contrario ; y que para multiplicar ó dividir 
un quebrado por un uitmero cualquiera , basta disi- 
dir 6 multiplicar su denominador par dicho mímero. 
Cor. De aquí se signe, que para multiplicar un 
quebrado por su denominador basta suprimir estf , y. 
ti producto será igual al' numerador, 

. Así, 1^x8=5, -^xii=6, ^xi3=:8, &c. &c. 
. 67 Teor. Un quebrado no se altera , aunque su» 
dos términos se multipliquen 6 partan por un mismty 
número. . , - •. 

. Dem. Cuaudo se lüaltipliúan ambos términos por 
nn mismo ndoiero , tenemos que con multiplicar él> 
numerador, se hace al quebrado tantas veces' miyor 
(65) Gomo unidades tiene el niímero por que se multi-. 
J)lica -y pero con mnltiplicar el denominador ' por el 
tnismo ntimeto, se le hace este mismo niintero de re*. 



).],:», -.Googic 



ARITMÉTICA. gt 

ees menor (66)j luego no se altera sp valor ó queda 
conforme estaba. L. i ." Q. D. D. 

Si 86 dividen por nn mismo nilmero , con dividid 
el numerador hacemos el quebrado tantas veces menor ' 
como unidades tiene el numero porgúese divide (65); 
y con dividir su denominador por el mismo ntimero, 
se le hace el mismo ndmero de veces mayor (¿6); lue- 
go queda conforme estaba. L. 2.** Q. D. B. 

Esc. Hé aquí quebrados iguales qae satisfacen al 
teorema -^1=^=1= &c. 

j es digna de notarse la conformidad de estoi resal- 
tados con los deducidos para la división (61, 4."). 

68 Ea la primera parte del teorema anterior se 
fonda la reducción de los quebrados á un común de- 
nominador; y en la segunda su simplificación. 

Cuando dos ó mas quebrados tienen un mismo de- 
nominador, se dice que le tienen común; muchas ve- 
ces se necesita que le tengan , y para conseguirlo se' 
multiplican los dos términos de cada, quebrado por el 
producto de los denominadores de los demás. En este 
caso no se altera el valor de ningún quebrado , por- 
que sus dos términos se multiplican por un mismo 
niimero; y sale el mismo denominador, porque resul- 
ta de la multiplicación de los denominadores de to- 
dos los quebrados. V. g. Si quiero reducir á nn co- 
mún denominador los quebrados | 7 f > los pondré 

como aquí se ve: J r^ ^^^ 
lar» 5T 
. Multiplicaré los dos términos del ^ por 7, que es 
él denominador del otro quebrado, diciendo: s por 7 
son 14 , que pongo por numerador del nuevo quebra- 
do, debajo de su correspondiente f ; tiraré la raya y 
diré; 3 por 7 son 21 , que pongo debajo de la raya. 
Peso al segundo quebrado ^ y digo: 5 por 3 son 15, 
que pongo debajo del f; tiro la raya y después pongo 
debajo SI , producto de 3 por 7; con lo que tengo los 
quebrados ¿|, ^, que son iguales cada' uno con sa 
correspondiente y tienen un mismo deii«imnador. 
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' Si los quebrados fuesen ^, ^, |,' moltiplicaria 1m( 
dos térmÍQOS del primero ^ por lo, producto de a, 
por 5, que son los denominadores de los demás, y tea- 
dria que el primer quebrado se convertiria en í^; 
pasaría al segundo ^, cayos t^minos los innltiplí- 
caria por 30 , producto de ti y 5 , denominadores de 
los demás, y se convertiria en ^^¡ 
j luego los dos términos del tercero f , los mnltipli- 
caria por i s , producto de 6 por 2 , denominadores 
de los demás, lo que da ^¡ 
con lo que tengo los tres quebrados ^, ^ , ^, 
que son iguales con los primitivos y tienen Dn mismo 
denominador. 

Como el denominador coman resulta de la mal» 
tiplicacion de todos los denominadores , no se nece- 
sita hallar mas que el del primero^ y ponerle á lo» 
demos cuando se ha puesto el numerador que lea, 
corresponde. 

Ejemplo. J, 'V «*' á,* 4*0 
J *" ■j.dan /¡fs, ^2%, ^%, ^ 

69 Esta operación convierte los quebrados en otros 
de igual valor, pero mas complicados j y así, edlo se 
ejecuta como auxiliar de otras; pero la que se debe 
hacer en todps los resultados donde haya quebrados^ 
es simplificarlos. Se dice que se simplifica uu qne- 
' brada cuando se convierte en otro de igual valor , y 
cuyos términos son menores. 

Para esto , se dividati sus dos términos por s to- 
da&Ias veces, que se pueda j luego por 3, y por los 
demás números primos, lo cual se conoce pof lo di>- 
cho (59)- Así, ai qniero simplificar el quebrado ^^j 
veo que sus dos tt^rmioos se pueden dividir por a; lo 
hago y tengo |^, que es igual, con -^¿^ , y que se 
puede aun simplificar por a; lo bago y tengo ^§, que 
aun se puede simplificar por 2; lo bago y tengo ^, 
que no se puede simplificar por 2, pero sí por 3 (§ 59); 
lo bago y tengo |, que es igual cod el ^^ que se no» 
did. £n efecto, el ^¡^ es el que provino (en el ejejn-: 
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pío de antes) del ^, al reducir los quebrados i un 
mismo denominador; y como ahora deshacemos lo que 
antes hicimos , ha de resaltar lo mismo que había. 

Loa principiantes deben simplificar todos los puestos 
anteriormente, como se ve en el que aquí se presenta. 

lis ío^^tffss^sjtfj^^ris S^^ Sai' 77 — 7* 

Sumar, restar , muítipliear y dividir quebrados. . 

. 70 Los quebrados también se ¿untan, restan^ mul- 
tiplican y parten. 

Para sumarlos se reducen á un mismo denomina' 
dor, (bído le tienen); después se suman ¡os numera- 
dores i á esta suma se le pone por denominador el 
denominador común ; y si este quebrado es impropio, 
se divide el numerador por el denominador para sacar 
Ibs enteros que contenga , y se simplifica si se puede. 

Si quiero sumar ¿ con f , los reduciré á un comua 
deaomiaador (68), y se convértiráa ec ^, 5^; des- 
pués sumaré los 'numeradores i¿ y 8, y á la suma 23 
le pondré por denominador el so, que es el común, y 
Ib sutna será |^; que sacando los enteros será 1^. 

La operación se Índica asf: 

Aplicando la regla á estos ejemplos se hallará 

Dem. Se reducen á un común denominador, por- 
que no soh homojéneos sino le tienen; después se Sa- 
man los numeradores, porque en ellos está el valor 
de los quebrados ; y i esta suma se le pone por de- 
nominador el común, para saber el nombre de aque- 
llas partes. La simplificación que después se hace, es 
porque en todas las operaciones se deben presentar 
los resaltados con la ma^or sencillez. L. Q. D. D. 

71 Al sumar quebrados pueden ocurrir tres casos: 
tumar quebrados con quebrados, que es lo que aca- 
bamos de ejecutar; sumar un Entero con Un quebrado; 
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y íumar mímeros mistos con números mistos. 

La caestion qae conduce á sumar un entero coa 
nn quebrado, se presenta cuando se tienti ud tidmero 
tnüto, tal como 4I, y se quiere saber cuántos quin- 
tos compone el entero junto con el quebrado. Eu este 
caso , se dice que se reduce el entero á la especie del 
quebrado que le acompaña ; para lo cual se multiplico 
el entero por el denominador del quebrado ; á esto se 
añade el numerador; y á la suma se le pone por de- 
nominador el denominador del quebrado. De manera 
que para aplicarlo á ^| , multiplicaré el 7 por el ¿, 
al producto ^5 le adadiré el numerador 3 del que- 
brado , y 4 la suma 38 le pondré por denominador 
el 5 del quebrado, y tendré en ^ ejecutada la ope- 
ración que se me pedia. Porque en este caso cada 
unidad vale cinco partes; luego 7 unidades valdrán 
«iete veces cinco ó 3^ partes , y las 3 que se tenias 
serán 38 de estas partes, esto es, 38 quintas partes 
ó ^, que es L. Q. D. D. 

Del mismo modo se tiene i4|=^^3 '^^^T^^f- 
7? Para sumar niímeros mistos con niimeros mis- • 
tos, se suman los quebrados con los quebrados ^ y los 
enteros con los enteros, cuidando de sumar con estoi 
los que resulten de la suma de los quebrados , y se 
$implifica si se pifede. 

I." ej. Si quiero sumar 45^ con 27^ y con 6^ 
los pondré los unos debajo los otros en esta forma: 

Como los quebrados tienen un miemo /^ 
denominador , sumaré los numeradores, ^ — 
pondré i esta suma el denominador co- 45 f 
mun , y 8^90 de la suma de los quebra- ^7? 

dos ^i pero ea ^ hay un entero y é, "7 

borro el ^^, j pongo debajo el ^; el i le ^^ 

coloco sobre Jos enteros, separándole con 79 — 
una media luna, para que se conozca que ? 

ha provenido de la suma de los quebra- ? 

dos; sumo después los enteros y saco 79; por lo qae 
la suma pedida es 79^. 
f° ej. Si quiero sumar los oiimeros 47I, ^^y 

i 
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138^, primero reduciré Jos quebrados £ uo común 

deoooiinador, y ejecutaré la operacioc {1 ' 

como aquí se ve: IT 24 

yMColasuma igs^g. qI'."'U 

73 Para restar quebrados se reda- g| ÍS 

cen á un común denominador (sino le *""^ 

tieneo)j después se restan los nume- "^ 



radares ; y á la resta se le pone por 
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denominador el denominador común, 49 

y se simplifica si se puede, 

I ."^ ej. Si quiero restar | de ^ , los reduciré i ua 
comuD deu ominad or (63), y se convertirán en ^ y ^; 
restando el 8 numerador del quebrada ^ currcspon- 
diente al sustraendo f, del 15 numerador del }¡^ 
correspondí es te al minuendo ^, y poniendo á la di- 
ferencia 7 el denominador coniuo 20, tendré la res* 
**¿s^ que no se puede simplificar. 

Xa operación se indica así: 4 — 1=5^ — 5^=^35' 

Dem. Se reducen á un coman denominador, por- 
que en la reatp los dalos deben ser homojéuéos; des- 
pués se bau de restar los numeradores , porque en 
ellos está el valor de los quebrados j y finalmente se 
ha de poner á la resta el denominador común,' por- 
que es el que da nombre al quebrado. L. Q. D. D. 

74 Al restar quebrados pueden ocurrir tres ca- 
sos : restar un quebrado de otro , que es lo que ae 
acaba de hacer ¡ restar un quebrado de un entero^ 
y restar un número misto de otro número misto. 

Para restar un quebrado de un entero, se le quita , 
al entero una unidad ; al lado de este entero , des- 
pués de rebajada la unidad,, se pone un quebrado 
cuya numerador es igual á la diferencia que hay 
entre el denominador y el numerador del quebrado 
dado, y el denominador es el mismo que el del que^ 
brado que se da ; coa lo que está hecha la resta. 

Aplicando esta regla i los ejemplos siguientes, se 
encontrarán los resultados que ellos manifiestan. 

I." 8-^=7li 2." i4-|^i3|; 3/ asHrt=28!^í 
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porque bacíendo en todos ana descomposición seme- 
jante á esta 8— J=7-í-|— i=7-f4=7Í , nos resulta 
L. Q. D. D. 

75 Para restar un niimero misto de otro , se res- 
tofl quebrado del quebrado , y el entero del entero. 
Sí deapues de reducidos á un mismo denominador, ' 
Bino 'le tienen, el quebrado del sustraendo es mayor 
que el del minuendo, para poder restar se toma una 
anidad del minuendo , la cual se reduce á la especie 
del quebrado que le acompaña (lo que se consigue 
sumando el nuiaerador del quebrado con el denomi- 
nador, y á esto poniendo por denominador el comuo); 
de este quebrado que será impropio , se resta el del 
xustraendo , y luego al ejecutar la resta con los en~ 
teros , se debe advertir que al miaueado se le ha 
pitado una unidad. 

I.*'" ejemp. Si quiero restar i8f de 33I, los co- 
locaré como aquí se re: 

reduciré Á un común denominador los 33^ ^ 

quejbrados ; y como sale el del sus- os as 
traendo menor que el del minuendo, ^ ^ 



paso á restar el quebrado del quebrado ti 

y el entero del entero, y saco 1554. ^^ 

2." ej. Sí quisiera restar e4¿. de 45-^, los colo- 
caría como aquí se ve: 

reducieodo los quebrados ano 45^.... ff...^^ 
coman denominador, sale me- 2 £Z ZZ 

ñor el del minuendo; tomo una °'* » sB-'tg 

onidad del entero , que en este ^9 

caso vale |-|, y sumada con los ^° »« 

^ me da ^ ; paso después á !a resta considerando 
al 5 del 45 como 4, y tengo por tíltimo 2o||. 

76 Para multiplicar un quebrado por otro se mul- 
tiplica numerador por numerador^ y denominador por 
denominador^ y se simplifica. V. g. si quiero multi- 
plicar I por í diré; a por 4 son 8 ; 5 por 7 son 35; 
poniendo por numerador el producto de los numera- 
dores, y por denominador el de los deaomína dores, 
tendré en ^ el producto pedido. 
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Dem. Porque si tuviera que multiplicar el | por 4, 
estaba reducida la operación (65} á niultiplicar su 
naOierador por 4; y en este caso el producto seria ^¡ 
pero de multiplicar el ^ por un número siete ve- 
ces menor que 4 , esto es por f , ha de resultar ua 
producto (6f , 3.") siet« veces menor que f; 
y como esto se consigue (66) multiplicando su deno> 
minador por 7, resulta, ejecutándolo, que ^ es el 
producto verdadero. L. Q. D. D. 

Del mismo modo 5x^=||=^j Ax|=|§=|S=^. 

7^ Al multiplicar quebrados pueden ocurrir tres 
cosos : multiplicar un quebrado por otro , que es lo 
que acabamos de esplicar j multiplicar un entero por 
un quebrado ó un quebrado por un entero; y multi--- 
pUcar un número misto par otro mista. 

Para multiplicar un entero por nn quebrado 6 ua ' 
quebrado por nn entero, se multiplica el entero por 
el numerador del quebrado , y al producto se le pon» 
por denominador el denominador del quebrado^ y se 
simplifica si se puede. 

I." ej. SI quiero multiplicar 4 por f , moltipli- 
caré el 4 por 5 , al producto ao le pondré por deno- 
minador el denominador 7 del quebrado , y tendrá 
que el producto será ^j que sacando los enteros se 
convierte en s^. 

La operación se indica así : 4K;^=4^^s|, 
Del mismo modo 7x^=|^=|=:i ¿. 
Hem . Esta regla está fundada en lo dicho (65 esc.), 
y también se deduce del caso anterior , poniendo rÍ 
entero la unidad por denominador. 

78 Para multiplicar un niimero misto por otro 
misto , se reduce el entero á la especie del quebrado 
qué le acompaña en cada factor , y después se mul- 
tiplica numerador por numerador^ y denominador por 
denominador. Y. g. Si quiero multiplicar 3I por 2^ 
reduciré en ambos factores el entero á la especie del 
quebrado que le acompaña, y tendré que multipli- 
car ^ -por ^^; y ejecutando la operación (76) tendré 
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Del miiina modo 28Sxj4Í=*Fx¥= 

79 Para dividir aa quebrado por otro; se muUÍ~ 
plica el numerador del dividendo por el denominador 
del divisor , y este será el numerador del cociente : y 
el denominador del dividendo por el numerador del 
divisor , y este producto será el denominador dtl co- 
ciente, y se simplifica. V. g. Si quiero dividir ^ por 
^, multiplicaré el Dumerador 3 del dividendo por 
el denominador 7 del divisor, y el producto 31 será 
el numerador del cociente^ después multiplicaré «1 
denominador 4 del dividendo por el numerador a del 
divisor, y el producto 8 será el denominador del co-. 
cíente, el cual será ^ ó a^. 

Del mi.»o modo Í:A=ÍS=4S=H=I- , , 
Dem. Porque si solo-tuviese que dividir el J por 
s, estaba reducida la operación (66) i multiplicar su 
denominador por 2 ; de manera que ^ seria el cocien- 
te; luego de dividir el ¿ por un ntimero siete veces 
* menor que 2 , esto es por f, ha de resaltar (61, 4.°) 
un cociente siete veces mayor que |^; y como esto se 
consigue (65) multiplicando su numerador 3 por 7, 
resulta, ejecutindolo, que el verdadero cociente se- 
rá V' 9 <^ '° ^°^ *B lo miamo , ^:^:s^^2f , 
que era L. Q. D. D. 

80 Ai diridlr Quebrados paeden ocurrir cuatro 
casos : dividir un quebrado por otro , que es lo que 
se acaba de hacer; dividir un entero por un quebra- 
do ; dividir un quebrado por un entero; y dividir un 
número misto por otro misto. 

Para dividir un entero por nn quebrado, se mul- 
tiplica el entero por el denominador del quebrado., á. 
este producto se le pone par denominador el numera- 
dor del quebrado , y se simplifica si se puede. 

V. g, si quiero dividir 7 por |, multiplicaré el 

entero 7 por el denominador 5 , y tendré 35; á este 

producto le pondré por denominador el nuinerador s 

del quebrado, y tendré ^, ó sacando los enteros 17^. 

Í)el mismo modo 9:|=<^=¡:io^=aio^. 
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8i Para dividir un quebrado por nn entero sé 
multiplica el denominador del quebrado por el ente- 
ro , y queda hecha la división. 

V. g. si quiero dividir ^ por 6 , multiplicaré el 
denominador 5 pur el entero 6 1, y tendré por cocien- 
te -^g, ó -^ después de simplifícado. 

Del mismo modo A:4=A=í^i H'-9=rT5=Tf 

Dem. Poniendo, en este caso y el anterior, al en- 
tero la unidad por denomioador, Ja demostración se 
reduce á la dada (^9) , 6 se puede deducir de lo di- 
cho (61, 4." j 66 esc). 

8a Para dividir un niímero misto por otro misto 
se reduce cada entero d la especie del quebrado que 
le acompaña, y después se divide como un quebrada 
por otro. 

V. g. quiero dividir sf por s^; primero reduciré 
cada entero á la especie de su quebrado, y tendré que 
dividir ^ por ^; que (?g) dará ^:J^=y^=a/y. : 
Del mismo modo 9f; 4,^^=41^ :4?=5M=Hf==^V 

Esc. Ademas 'puede ocurrir el dividir un que- 
brado ó un entero por un niimero misto, y al con-, 
trario.; pero reduciendo el entero á la especie del 
quebrado, se tienen los casos anteriores^ que Sb prac- 
tican como se ve en estos ejemplos. 

3.» 5^:|=V:|=W=W="Ai 

J>e la valuación de los quebrados. 

83 Talnar un quebrado es hallar su valor en uni- 
dades de especie inferior á la que se refiere. Y. g. 
en J de vara no hay ninguna vara ; pero como Ja vara 
tiene 3 pies , i pie será Ja tercera parte de la vara, 
y por lo mismo (inlr. ax. ¡.'°) ^ de vara ^ i pie, y 
está valuado el quebrado. 
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Para valuar nn quebrado , te multiplica el im- 
merador por el número que espreta las veces que la 
unidad en que se quiere valuar el quebrado, está con- 
tenida en aquella á que se refiere el quebrado, y esto 
se parte por el denominador; si de la división resul- 
ta un número misto , y hay todavía unidades de eS" 
pede inferior, se hace can el quebrado lo misma; y 
asi se continúa hasta que no ¡üiya mas unidades de 
especie inferior; en cuyo caso si queda todavía que- 
brado , se desprecia si el numerador no llega á ser 
la mitad del denominador: y se añade en vez del' 
quebrado una unidad á las unidades anteriores, si el 
numerador llega á pasa de la mitad del denominador. 

Así, 8Í quiero saber cnanto valen. ^ de doblón, 
multiplicara el numerador 3 por 4, que son los pe-. 
Bos que tiene el doblón, y dividiré el producto is 
por 7 , lo que da i peso y f de peso. Para averiguar 
ios reales que bay en ^ de peso, umitiplicaré el ou- 
merador 5 por 15 , que son los reales que contiene 
un peso, y dividiré el producto 75 por j^ y tendrá 
10 reales y $ de real; para averiguar loa maravedi- 
ses que hay en ^ de real , multiplicaré el numerador . 
5 por 34, que son los maravedises que tiene un real, 
y dividirá el producto 1^0 por 7, y tendré s4 ma-' 
ravedíses.T ^ de maravedí; que como no hay anidad 
Inferior al maravedí, y el numerador 8 so es la mi- 
tad del denominador 7, le desprecio: y tengo que los 
^ de doblón .valen i peso, 10 reale8ys4 maravedises. 

Dem. La razón de esto es que ^ de doblón es lo 
mismo (63) que 3 doblones repartidos entre 7; y co- 
mo no les toca á doblón ^ se reducen i pesos , estoa 
i reales, y los reales á maravedises , para ver á eS- 
mo les toca en estas unidades de especie inferior. 

De los quebrados 6 fraeeiene» decimales. 

84 La teoría de los quebrados acabada de espli- 
car , embaraza mucho los cálculos , en razón de la. 
ninguna le^ que siguen loe denomiaadores , que vaa- 
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variando ett cada quebrado. Para evitar este incoe- 
Teniente, j facilitar y nniformar todas las operacio- 
nes', se han inrentadÁ las fracciones decimales ; las 
qne al mismo tiempo que son un caeo' particular dé , 
lÁs quebrados comunes, lleuaD todos los objetos 'men- 
cionados. 

Son, pues, las decimales, unos quebrados que tie- 
nen por denominador 10; 100; 1000, (s'c. y eñ ge- 
neral la unidad seguida de ceros. Para formarnos un^ 
idea exacta de las decicoales , concebiremos dividid^ 
la onidad en diez partes iguales, qu& se llaman dé-, 
cimas i concibiendo dividida cada décima eu dies 
partes .iguales , la unidad tendrá ciento, y por lo 
mismo he llaman centésimas partes de la unidadj con- 
cibiendo cada centésima dividida en diez partes, es- 
tas serán milésimas de la unidad; y continuando di- 
vidiendo en o^as diez cada usa que vaya saliendo, 
resultarán las diezmílésimas ^ cienmilésimas ^ millo- 
nésimas , diezmillonésimas , cienmillonésimas , mil^ 
millonésimas , diezmilmilloaésimas , fffc. 

Por la uniformidad de los denominadores , y la 
ley que sigue cada parte de ir siendo diez veces me- 
nor, no se escribe el denominador de estos quebra- 
dos , sino qué se ponen á la derecha de las unidades 
las décimas^ á la derecha de estas las centésimas^ 
después las milésimas^ luego las diexmilésimas^ cien' 
milésimas^ &'c, Y para conocer el guarismo que espre- 
sa las unidades , se pone entre él y las décimas una 
coma; y sino ha/y unidades^ se pone o antes de la co- 
ma,, para que ocupe el lugar de las unidades. V. g. si 
quiero espresar cuarenta y cinco enteros y seis dé- 
cimas, escribiré así: 4¿,6; y la coma da á entender 
que el guarismo 5 espresa las unidades, y el 6 las, 
décimas; si sdlo hubiera querido escribir seis déci- 
mas, hubiera puesto o en lugar de las unidades , y 
tendría escritas las seis décimas de este modo: 0,6. 

Si se quiere espresar el denominador, se puede 
poner -^ en vez de 0,6 , y 45^ en vez de 4s^6; 
donde se debe advertir que la com« hace oficios de 
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denominador , y que caaado se quiera espresar este, 
se pondrá la unidad seguida de tantos ceros como 
guarismos hay después de la coma. Por ejemplo 

^,507=3/^1 y 0,0039=7^^3. _ 

' 85 Un niímero que lleva enteros y decimales, es 
tin verdadero nilniero misto j y así, para leerle, se 
herá primero el entero (13), y luego los guarismo» 
decimales del mismo modo, pronunciando después 
de estas la denominación que les corresponda: la cual 
sino se conoce al golpe por haber muchos guarismos 
decimales , se averigua diciendo desde la coma i la 
derecha, en el primer lugar décimas, en el segundo 
centésimas, y así sucesivamente, hasta el líltimo gua- 
riSEDo, cuyo nombre ee apunta si es complicado el 
niimero. Para que no se confundan las comas de la 
división de periodos con la délas decimales, se hace 
la coma mayor que las otras. Así, si quisiera leer el 

camero 705640327453509053405703364) 
averiguaría ia especie de unidades del dltimo ga»-- 
lismo 4, y hallaría ser diezmilbiflonésimas. Despaei 
le prepararé (13) en esta forma: 

7,056i4O3i=74,3i509¡o53)4oS, 703,364; 
y se lee así: siete mil cincuenta y seis millones, cua~ 
trócieptos tres mil , doscientos setenta y cuatro uni- 
dades ó enteros: tres mil quinientos nueve billones, 
cincuenta y tres mil cuatrocientos cinco millones, se- 
tecientos tres mil trescientas sesenta y cuatro diez- 
milbillonésimas. 

86 £1 valor de las decimales no se altera cuando 
se ponen ó quitan ceros á continuación de los guaris- 
mos significativos, 

V, g. 0,7=0, 7O^0,700^0,7000::=0,J'0000 &c. ■ 

-Porque como 0,7=-^, multiplicando sus dos tér- ■ 
minos por ro, por 100, por 1000 &c. no se alterarí 
el Quebrado (67), y se tendrá que 

d 0,7^0,70=0,700x^0.7000^ occ. 
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Si teniendo ceros al ña se quitan, resoltan los doi 
térinioos divididos por un rotsmo núinero, lo qae 
(67) tampoco altera el quebrado. L. Q. D. D. 

87 Si los ceros se colocan entre ia coina y los gua- 
risoios significativos, se hace el quebrado tantas ve- 
ees menur, como espresa la unidad seguida de tan- 
tos ceros como se han puesto entre la coma y los gua- 
rismos significativos ; porque en este caso se bace 
die^ ^^ciento , mil, &c. veces menor el valor de ca- 
da parte , y no se hace diez , ciento , mil, &c. veces 
mayor el ndmero de ellas. 

Del mismo modo, si en nn niimero qne lleva tn- 
teros coa decimales, se <^rre la coma un lugar hacia 
la izquierda, como el gnarísmo'que antes espresaba 
unidades, ahora espresará décimas: el que intes dé- 
cimas , ahora centesimas : y así snceslvamente j re- 
sulta que cada parte se ha hecho diez veceí menor, 
y por lo mismo esta mutación de la coma habrá coa- • 
vertido al niimero propuesto en otro diez veces me- 
nor. Si se hubiera corrido la coma dos lugares hacia. 
la izquierda, hubiéramos hecho cien veces menor í 
dicho ndnjeroj y en general, con correr la coma u» 
número cualquiera de lugares hacia la izquierda , ie 
hace al número tantas veces menor , como espfesa la 
unidad seguida de tantos ceros como lugares se cor- 
rió la coma. 

Por el contrario, corriendo. la coma un número 
cualquiera de lugares hacia la derecha^ quedará he- 
cho el número tantas veces mayor ^ como espresa la 
unidad seguida de tantos ceros como lugares se cor- 
rió la coma. Asi, si en el número 8532,74914 
coloca la coma entre el 5 y el 3, tendré 85,3374914, 
qne será cien veces menor que el propuesto; y si la 
pusiera entre el 9 y el i tendría S¡2^749i^4^ 
que es mil veces mayor qne el propuesto. 

88 Puesto que las' decimales siguen la misma ley 
que los enteros, y se escriben y leen lo mismo que 
ellos, es lin punto de la mayor importancia el susti- 
tuir los quebrado) decimales í los comunes , lo qne 
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se consigue convirtiendo en decimales las qnebradoa 
qne bayan de entrar en los cálcalos. Para esto te io- 
ma el numerador del quebrado por dividendo y el de- 
nominador por divisor^ y se divide el uno por el otro; 
mds si el quebrado es propio , no cabrá el divisor en 
el divideneki; y asi^ se pone o en el cociente^ y des- 
pués se añade un cero al dividendo y se divide por 
el divisor i el cociente se pone 4 la derecha de la co- 
mu ; se multiplica por el divisor y se resta. A la res- 
ta se añade otro cero y se divide por el divisor j lo 
que resulta se pone en el cociente á la derecha del 
guarismo anterior, se multiplica y resta. A la resta 
te añade otro cero , y se continúa añadiendo un cero 
por eada guarismo decimal que te ^iera sacar : ob- 
servando que si después de añadir un cero no cabe el 
divisor en el dividendo, se pone cero al cociente y s9 
añade otra cero al dividendo. 

. I."" ej. Quiero sacar con tres decimales el valor 
de -f^; ejecutaré la operación como aquí se ve: 

Tomo el 5 por divideodo y el 17 
jgor divisor; veo que 17 no cabe ea . 

5, y por lo mismo pongo o ep el co- 5 1 7 
dente, y después la coma; afíado ud -^ ° \ 0,294 
o al 5{ y veo que 50 entre 1 7 les to- 0070 
ca á- 2, que pongo en el cociente des- 
pués de la coma; multiplico este co-, 
cíente por el divisor, le resto del dividendo 50 y saco 
la resta 16. A esta añado un cero,y veo que 160 en- 
fre 17 les cabe á 9, que pongo en el cociente; mul- 
tiplico por el divisor, y resto del dividendo 160. Al 
lado de la resta 7 pongo otro cero, veo que 70 entre 
1 7 -les toca á 4 que pongo en el cociente; multiplico 
por el divisor y resto. Peí mismo modo continuaría 
ti quisiera sacar mas de los tres guarismos decimales 
que me propuse; con lo cual tengo reducido el que- 
brado -^ á quebrado decimal, aproximado haeu mi- 
lésimas. 

s.*' ej. Si quiero reducir i quebrado decimal -^^y 
h ejecutara como se v« en la pajina siguiente: 
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Tomara el 8 por dividendo, el 943 pot áÍTÍ8or, y ' 
pongo en el "cociente cero 
y pomaj añado un cero al 8, 8000 I 943 
y como 80 00 contiene al 04560 | q 008482 ' 
divisor 943 , pongo o en 07880 ' 
el cociente; añado otro al 02360 
dividendo, y pongo tain- 

bien o al cociente; añado otro o al dividendo, y 
Teo que 943 en 8000 d 9 en 80 cabe 8 veces , pon- 
go 8 en el cociente después de los dos ceros ; multi- 
plico por el divisor y resto; í la rena le síiado uq 
cero, y así continuaré la división hasta sacar los gua- 
rismos que necesite , qne supongo aquí qne son seis, 
y tengo el quebrado 0,008483 , que es el uiisnio que 
«1 jij, líau diferencia de tuéuos de una millonésima 
parte de la unidad.' 

Dem. Como de tomar el numerador por dividendo 
y el denominador por divisor, no puede saJir ningún 
entero, se pone cero y coma en el cocienle; añadiendo 
un cero al dividendo se cunvierte en dtómasi y ppr 
lo mismo se ve si les toca i alguna, y sino, se pone 
también cero en el cociente en el lugar de las déci- 
mas ; lo mismo decimos de todo lo demás de U regla 
y resulta L. Q. D. D. 

89 Al convertir los quebrados en decimales resul- 
ta cociente exacto, cuando el denominador no tiene 
mas factores simples que el 2 y el 5, cómo 8 ; 16; 
&c. &c. 25 i 135 &C' ^* g' *' convierto en deeiiiia- 
les los quebrados |; ^g-; j'¿s , lo haré como se ve 
en(A),(B},(C). 

, (A) (B) (C) 

SO 18 ^ 70 [es 140 [ '^5 

■ so • 0,6a=i aoo I 0,28 i¿o'o,iíí 



y saco cociente exacto; por lo que d¡r¿, que 
f=o,625; ^=o,n , y ^*5=°'n2^ 
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Sino sale cociente exacto , sucederá que como la 
Testa ha de aer siempre menor que e^divisor, así que 
se hayan sacado tantas restas diferentes como unida- 
des tiene el divisor menos una, la siguiente deberá 
»r una de las anteriores ó el mismo numerador ; de 
donde se sigue que añadiendo un o, dará el mismo 
cociente y reata que did antes : i esta le Bucederá lo 
mismo; y así, se pondrán aquellos guarismos las ve- 
ces que se quiera. Estas fracciones se llaman periódi' 
' cas. Así , si convierto en decimal el quebrado ^, ten- 
dré (A) que al sesto guarismo hallo la resta 5, que es el 

(A) (B) , 

50 I 7_ 40 I II 

10 10,714385 70 0,3636 

30 I 40 ' 

90 7 

60 
40 
5 
mismo numerador; por lo que se repetirán los rhismos 
guarismos, y tendré f=o,7i4a857i4!857i4285 6cc. 
Si convierto en decimal el quebrado y^, encuen- 
tro (B) que al segundo guarismo se repite el numera- 
dor; por lo que yV^°'3^3^3^3^3^3^ ^'^• 

Si convierto el ^ tendré que -§=Ot66666 ítc. 
Si la resta que ae repite no es el mismo numerador 
del quebrado, entdnces la fracción es en parte perió- 
dica y en parte no, como se verá en estos quebrados 
7 V Í25 miP dan S ■^=°'58333 &c- 

Sumar, restar, multiplicar y dividir decimales. 

90 Para sumar las decimales se ponen los suman' 
dos lús unos 'debajo de tos oíros, de modo que se corres- 
pondan las décimas debajo de las décimas, las centé- 
simas debajo de las centésimas &c. esto es , que la 



c .y Google 



aritai]£tica. ¿7 

coma en todos los sumandos forme columna ; después 
se tira una raya y se suman exactamente como sifué' 
sen enteros , teniendo cuidado de poner la coma en la 
suma, de modo que forme columna con las de los su- 
mandos. 

j,"' ej. Si quiero sumar 0,02? coa 35,46 , cob 
783,0639, con 0,^3 , con 9,53 y con 32,0757, loa 
pondré los unos debejo de los otros como aquí se Te: 

Y después de tirada la raya , em- 
piezo por la derecha diciendo '■ 9 y 7 .0,027 
SOR 16, poügo 6 debajo de la raya, y 35, 46 
paso ¿la colamaa siguiente donde di- ,783,0639 - 
go: 7 y I que ilevo son 8,73 sob 0,3 
"í y 5 son 16, pongo 6 y llevo t 9,53 
para afiadirk á la suma de la columr ■ 33*0757 
na siguiente} y continúo la úperaci(Hl ■' 

como si fuesen enteros (e6), tenieodo 860,4566' 
cuidado de poner la coma entre el o y 
el 4 debajo'de las de los sumandos, y digo que la 
^uma es 860,4566. 

i.^ej. 85,37-«-9,0345-+o,6382+42,o85=:i37,i2j'7. 
• Dem, Como haciendo la colocación dicha y su- 
mando en columua, sumamos todas las unidades de 
una misma especie , y todas las sumas parciales las 
reunimos en nna sola al mismo tiempo que las vamos 
sacando, resulta (intr.ax. 3.") L, Q, D. D, 

91 Para restarlas se pone el sustraendo debajo del 
minuendo^ de modo que se correspondan las unidades 
de cada especie, esto es, que la coma del sustraendo 
corresponda debajo de la del minuendo ¡ se tira una 
raya, y se resta como en los números enteros, ponien- 
do la coma en la resta , formando columna con las 
de arriba. 

Aquí puede ocurrir que no tengan un mismo mi- 
mero de guarismos decimales el minuendo y sustraen- 
do : si el sustraendo tiene m^nos, se ponen aquellos 
guarismos que tiene demás el minuendo , y luego se 
restan los del sustraendo de los que quedan en el mi- 
nuendo ; si el minuendo tiene menos que el sastraenr 
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do, se resta el guarismo de la derecha del sustraen' 
4o de lo^ y todos los demos de 9, hasta llegar al 
primer guarismo del minuendo ^ el cual se considera 
con una unidad m¿nos. 

I,"" ej. Quiero restar de 625,4685 el nitmero 
354,8796; pondrá el sustraeDdo 354,3796 debajo del 
minuendo como be dicho / se ve en (A): 

(A) (B) (C) 

««5,4685 8375,7542639a 475,36 
354,8796 789'4358 387,47538=5 



«70,5889 7586,31846393 187,8846175 

y después de tirada la raya, resto feoino si fuesen en- 
teros (3 i) , cuidando de poner la coma entre el o y 
el á, y saca la resta 270,5889. 

2." ej. Si quisiera restar de 8375,75426392 el 
ndmero 789,4358, los colocaría como se ve en (B). 

Y como el sustraendo tiene menos guarismos de- 
cimales que e.t minuendo, pongo debajo de la raj'a 
los cuatro guarismos 6392 del minuepdo, que no tie^ 
nen correspondientes eu el sustraendo, j después rea- 
to como antes y saco 7586,31846392,- 

3.<"" ej. Si de 475,36 quisiera restar 287,4753835, 
los pondría como se ve en (G). 

Y como el sustraendo tiene mas guarismos que 
el minuendo, diría: de 5 íí 10 van 5 que pongo; ds 
s á 9 van 7; de 8 á9vai;de3á9 van 6; de 5 
¿ 9 van 4; ahora debo considerar ni 6 del minuendo 
con una unidad menos, y digo ; de 7 á 15 van 8, y 
de 15 llevo i ; y continuando la operación como an- 
tes saco la resta 187,8846175. 

Dem. En los dos primeros casos es la misma (29)3 
en el tercero, es porque se pueden considerar des[)ues 
de los guarismos decimales los ceros que se deseen 
sin alterar su valor (86), y queda reducida la ope- 
ración Á la espuesta (33), que por comodidad en este 
caso se practica del modo que hemos dicho. L.Q. I>. I>. 
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93 Para multiplicar las decimales ?io se hace caso 
de la coma , se multiplican como si fuesen números 
enteros, y luego en el producto se separan con la co- ■ 
ma tantos guarismos de derecha 4 izquierda como 
decimales habia en ambos factores juntos ; y sino hay 
bastantes , se completarán con ceros á la izquierda. 

i.**^ ej. Quiero multiplicar 5,37 por 6,3; tomaré 
por multiplicador el 6,3, y le pondré debajo del muí» 
tiplicaaáo como siao hubiese coma , conforme se re 
ea (A): 

(A) (B) (C) (D) 

3)3 7 0.3 5 ?,2 9 o»9=73 

6,3 0,4 0,3 0,0026 

i, 087 1638 

546 



33,8 3 I . 0,0000 7098 

Después de tirada la raya, multiplicaré (44) el 
5I37 P^r ^^ ^tZ s'"! hacer caso de la coma, y separando 
en el producto 3383 1 tres guarismos de derecha i iz- 
quierda, que son los decimales que habia en ambos 
factores, saco 33,831 que es el producto verdadero. 

2.° ej. Si quiero multiplicar 0,35 por 0,4, ejeou- 
taré la operación como se ve en (lí). 

Multiplicaré el 35 por 4, lo que me da el pro- 
ducto 140; y como del» separar tres guarismos, que 
son los que ha^ en ambos factores jontos , pondré 
antes nn cero y tendré 0,140; peVo como los ceros 
después de los guarismos decimales no les aumentan 
ni les dismimiyeo (86) , horraré el cero que hoy des- 
pués del 4, Y diré que el producto es 0,14. 

3/'' ej. Si quiero multiplicar 0,29 por o,j, eje- 
cutaré la operación como se ve en (C). 

Multiplicaré el 29 por 35 y como el producto 87 
no tiene mas de dos guarismos, y debo separar tresj 
supliré con ceros los guarismos que me falten, y tea- 
été el producto 0,087, 
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Por iJltimo si quÍBÍera multipücBr 0,097^ por 
0,0026, hariit la operación como ee ve en (I)), j ten- 
dría el producto 0,0000^098, 

Dem, Con preBcindir de la coms en el multipli- 
cando , le hacemos tantas veces ma^or como espresa 
la unidad seguida de tanfos ceros como guarismos 
decimales tiene (B7); j con prescindir de ella en el. 
multiplicador , le hacemos tantas veces mayor como 
espresa la unidad seguida de tantos ceros como gua- 
rismos decimales hay en ¿1 ; luego (6i, 3,") el pro- 
ducto debe salir tantas veges mayor como espresa el 
producto de estos dos niimeros; luego para obtener 
el verdadero, se deberá hacer este mismo ndmero de 
Teces menor : lo que se consigue (87) separando con 
]s coma tantos guarismos como decimales hay en am- 
bos factores juntos, h. Q. D. D. _ 

93 pe lo dicho (8?) se deduce qoelun niimero 
que lleva enteros y decimales, ó decimaJes solas, se 
multiplica por 10, corriendo la coma un lugar hacia 
la derepha ; por 109 corn^ndol» dos; por 1000 cor- 
riéndola tres ; y en general , para multiplicar por la 
unidad seguida de cierto número de ceros , se corre- 
rá la coma tantos lugares hacia la derecha como ce- 
ros hay después d& la ui^idaá. 

94 Fiíra dividir las decimales- «e completarán, es- 
to es , se hará que arribos ttfrminos tengan un misfno 
número de guarismos decimales , añai! -ido los ceros 
que se necesiten al que tenga menos ; entonces se bar-, 
ra la coma , y se ejecuta la división como la (íe los 
enteros , sin tener que hacer Jiada en el cociente. 
Después, si la división no sale exacta, agüella resta 
que se hahia de poner en forma dp quebrado, se coa- 
1/ierte en quebrada decimal ¡ esto es , se ^fiade & Í8 
resta un cero, y se pone la coma en el cociente ; se ve 
cuántas veces cabe el divisor en esta- resta, se pone 
en el cociente después de la coma este niimero de ve- 
ces, ó cpro sino cabe, se multiplica por el divisor y 
se resta ; y as( se coutíniia , adadieudo un cero á la 
lests por cada guarismo decimal, que se quien sacar. 
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¡.""ej. QaÍ«ro dividir 0,6 por 0,15;* atisdiré al 
dividendo un cero y se convertirá en 0,60; después 
borro U coma en el dividendo y divisor, j queda re- 
ducida la operación á dividir 60 por 15; loque eje- 
catado como aquí se ve: fio 1 1 e 
da 4 por cociente ; j digo que 0,15 I _2_ 
está contenido cuatro veces en ú,6. ' 4 

2.** ej. Si quiero dividir 43'por I9)5, como él 
dividendo no tiene ningún guarismo decimal, le aña- 
do un cero; y borrando la coma en el divisor queda 
reducida la operación i dividir 430 por 125; la que 
ejec^jtada como aqu.í se presenta: 
da 3 por cocientey 55'por reata: la 430 I lag 
que reduciré á decimales a¿adi¿n- 0550 | t~TT~ 
dolé un cero, poniendo la coma des- 0500 ■*' 
pnes del 3, y continuando la divi- 000 
sion; para esto, veo que el 125 está 
contenido 4 veces en 550, pongo este 4 después de la. 
coma, multiplico por el divisar y re^toj á la resta 
50 añado otro cero, veo que está contenido cuatro ve- 
ces el divisor, pongo 4 en el cociente; y así continuo 
basta sacar los guarismos decimales que desee , que 
aqaí sdla son dos, porque da cociente exacto. 

3."' ej. Si quisiera dividir 37,543 1 por 8,3, aiSa- 
diría al divisor tres ceros, porque le faltan tres pa- 
ra tener tantos decimales como el dividendo; horro 
después la coma en ambos, y queda reducida la ope- 
ración i dividir- 375421 por 83000; y ejecutada la 
operación como aquf se ve: 
Baco el cociente 4 , y en vez de 37542 1 I 8 30ee 
añadir un cero á la resta bor- 43421 | TTTTiT 
raré uno en el divisor, pondré igai ' 

coma eo el cociente, y averi- s6i 

guare cuántas veces el 8300 iso 

está contenido en 43421 ; ha- 370 

lio que cabe 5 veces, pnngo 3 38 

en el cociente después de la co- 
ma, multiplico por el divisor y resto; borro otro cero 
en el. divisor, y contiuiio la operación, advirliendo 
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que si después de borrados los ceros del divisor < qiie* 
ro sacar mas gaarismos decimales, se añaden ceros 
i la resta como allí so ve. 

Dem, Con añadir los ceros que se Qecesiten al tár- 
mÍDoque tiene aiénos guarismos decimsles, no altera- 
mos de ningún modo su valor (86); y con suprimir la 
coma en los dos términos, los multipticamos por la nni- 
dad seguida de tantos ceros coinu guarisaios deoimaleí 
haj', loque(6i,4.°) no altera el cociente. L. Q, D. D. 

95 Cuando el divisor es la unidad seguida de ce- 
ros, queda hecba la división, corriendo la coma hacia 
la izquierda tantos lugares como ceros acompañan á 
la unidad^ supliendo con ceros á la izquierda si el di- 
videndo no tiene bastantes guarismos ; lo cual está fnn* 
dado en lo dicho (87). Así, si en el niímero 8465,379, 
corro la coma dos lugares hacia la izquierda, resul- 
tará dividido por 100, y será 84,65379. 

96 í'ara valuar los quebrados decimales, se muí' 
tiplican por el número que espresa las veces que la 
unidad en que se quiere valuar el quebrado , cabe 
en aquella á que se refiere el quebrado. 

Si hay unidades de especie inferior todavía, se 
vueloe á multiplicar el quebrado que resulte, por el 
número de veces que la unidad en que se quiere valuar 
ahora este quebrado^ cabe en aquella á que se refiere; 
y así se continúa Hasta que no haya unidades de es- 
pecie inferior : y si al fin queda quebrado, se despre- 
cia sino llega d cinco décimas; y se añade en vez 
de él una unidad, si llega ó pasa de finco décimas. 
Esc. No Sí dice que se parta por el denomina- 
dor, porque la divisiou ee hace al colocar la coma 
en el producto, 

1/'^ ej. Si quiero averiguar ouiínto valen 0,47 
de doblón , multiplicaré el 0,47 por 4 , que son los 
pesos que tiene un dobloif, y saco como se ve en (A) 
i,8S pesos, esto es, un peso y uu quebrado de pesi^ 
valiio eJ quebrado de peso en reales; para lo cual 
coloco el 15 debajo de 1,88, le multiplico sin hacer- 
lo con el entero i, y saco 13, £0 reales > hotio el o. 
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multiplico las 2 déci- 


(A) 


(B) 


mas de real, por 34 » y 


0,47 dob. 


0,7432 Taras 


saco 6,8 maravedises ó 


4 


3 


7 maravedíaes , porque 






8 décimas ea mayor que 


1,88 pea. 


2,2296 pies 


5; por lo que digo que 


15 


1.2 


0,47 de doblón vaiea i 






jwío 13 reales y 7 ma- 


440 


459a 


ravedises. 


88 


s 296 


2." ej. Si quisiera 






averiguar cuáoto valiau 


i3,ae te. 


2,7552 pulg. 


0,7432 de vara,ejecu- 


34 


12 ■ 


taria la operación como 






se ve en (B), y ballaria 


6,8 mrs. 


I 5' 04 


2 piea, 2 pulgadas y 9 




7552 


líneas. 




9,0624 Uneas 



Sumar, restar ^ multiplicar y dividir números deruy 
minados^ 

97 Se llamaD niímeros deoontinados los que cons- 
tan de unidades de diferentes especies relatiwu todas 
á un misino genero: como 6 varas, i pie, 7 puJga- 
daB y 4 Hoeas, y 5 quintales , 3 arrobas y S libras. 
Para entender las operaciones que vamos á hacer con 
estos niimeros, es indispensable tener bien presente 
la división de las unidades de pesos y medidas (16). 

98 Para'SLimarios se ponen todos los sumandos los 
unos debajo de los otros, de modo que se correspondan 
las unidades de cada especie} se tira una raya, y se 
empieza á sumar por la especie inferior; si la su- 
ma de estas unidades contiene alguna ó algunas de la 
especie superior inmediata , se guardan para sumar- 
las con ellas ; se suman estas ; y así se continúa /¡as- 
ta haber sumado las de especie superior , y el núine- 
ro que resulta debajo de la raya es la suma pedida. 

Ejemp. Quiero sumar 38 doblones, 3 pesos, 13 
reales y 14 maravedíiíes , con -4 doblones, 1 peso, 3 
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reales y 6 maravedises , con 49 doblones, 9 pesos, 8 
reales y 35 maravedises, y con 53 doblones, 12 rea> 
les y 19 maravedises; colocaré todos los sumandos los 
anos debajo de los otros como aquí se ve: 

Tiraré una 
raya, y suman- (a (2 (t 

dolosmarave- ^ ^^^^ — — „_ ,^„„_ 

díaestcngo64, ^ ^ ^^ \\ \ ^^ \ ^^ 



que compon en 

un real y que- -. 

dan 30 —npa- "■' 



49 » 3 „ 8 „ 25 , 



146 » ft 97 6* 



vedísesj borro ^ ^ ^ 

el 64, pongo "*"" " '^r 

debajo los 30 
que quedan , y el i real que llevo para la columna 
inmediata , le pongo encima de los reales separado 
con una media luna ; sutno todos estos reales, y teu- 
?í* 3?) 1"^ componen a pesos y 7 reales j borro el 
37 , pongo debajo los 7 reales que quedaron , y los 2 
pesus los coloco sobre los pesos ; sumo estos y ten- ^ 
go 8 pesos , que componen s doblones justos ; por lo 
que borro el 8 , pango debajo o , y coloco los s doblo- 
nes en la columna de dos doblones, cuya suma da 146 
doblones; y tengo por suma de los ndmeros propues- 
tos 146 doblones, . o pesos, ^reales y 30 maravedises. 

Hem. Gamo hemos sumado todas las partes de los 
sumandos , no queda duda de que bemos sumado los 
todos. L. Q. D. D. 

99 Para restar los ndmeros denominados , it po- 
ne el sustraendo debaja del minuendo, de. modo que se 
correspondan las unidades de una misma especie ; se 
tira una raya, y se va restando cada especie de uní- 
dades del sustraendo de las correspondientes en el mi- 
nuendo , empegando por las de la especie inferior. Si 
alguna especie de unidades del sustraendo es mayor 
que la correspondiente en el minuendo , se toma en 
este una unidad de la especie inmediata superior ; y 
sino hubiese en esta se tomará de la otra^ 6 de la 
siguiente si tampoco hubiese en esta &*<;., y cuando 
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se toma una unidad de dos 6 tres órdenes superior^ 
te descompone en las inferiores del modo que se verá 
ta los siguientes ejemplos. 

1." De 893 doblones, : pesos, 3 reales y 15 ma- 
ravedfee^, qaiero reatar 89 doblones, 3 pesos, a rea- 
lei y 5 maravedises ; colocaré el sustraendo debajo 
del mÍDueado como aquf se Te; 

Ydespues de ti- 
rada la raya empe- 295 dob, 3 ps. 3 rs. 15 mri. 
zaré á restar por la 89 „ 3 „ a „ 5 „ 

columna de los ma- ■- " 1 ■ ■■ • 

ravedfses, lo que da 303 „ 3 » ' » 1° n 
10 maravedises de 

resta ; paso á restar los reales del sustraendo de los 
correspondientes del minuendo , y hallo i de resta; 
paso á los pesos , y como de 2 pesos no puedo restar 
3, tomo una unidad de los doblones que vale 4 pe- 
sos , y con los 2 que hay hacen 6 , de los que res- 
tando los 3 quedan 3 por resta j y por liltimo pasan- 
do á los doblones , teniendo en consideración que 
tomé I , resulta por resta 205 doblones , 3 pesos , i 
real y 10 maravedises, 

3° Si de 4^ quintales qpiero restar 33 qaiata- 
les, a arrobas, 9 libras y 14 ooeas, I09 colocaré co- 
mo aquí se ve: 

V como no puedo 3 34 16 

Testar 14 on^s de .47 qs. o ars. o l¡b, o onz. 
donde no hay , paso á 23 ,, 2 „ 9 „ 14 „ 

tomar una libra , que ■ — - ■ ■ ■■ ' r 

como tampoco hay, ni 23 ■„ I „ 15 „ . 2 „ 
arrobas,tonio un quin- 
tal que tiene 4 arrobas; y como yo sdlo necesito una 
libra para restar las onzas, dejo 3 arrobas en el lu- 
gar de las arrobas : de la arroba qne queda dejo 24 
libras en el lugar de las libras) y de la otra libra 
que vale 16 oneas, resto las 14 onzas, y contindo la 
operación como allí se ve , considerando al 7 del 47 
quiutales como 6; y saco por reata 23 quintales, i 
arroba, 15 libras y a onsas. 
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3.'' Si restara 327 varas , 2 pies , 6 palgadas y 
$ llaesB , de 578 varas , baria la operación como 
aquí se ve^ 

y la resta seria 350 .9 11 is 

varas, 5 pulgadas y 578 vs. o ps. o palg. o lín. 
7 líneas. 537 „ 2 „ 6 „ 5 „ 

Dem. Coma res- ^ • 

tamus todas las par- S50 ,, o ,, 5 „ 7 „ 

tes del sustraeodQ de 

todas las del minuendo , y todas la« restas parcialea 
las tenemos reunidas en un solo niimero, este espre- 
íará la resta total. L. Q. D. D. 

100 £a la multiplicación de los ntitneros deno- 
minados se puedeu seguir varios métodos j pero aquí 
tolo pondremos el que es ma^ independieute del ta- 
lento del calculador , y consiste en practicar las tres' 
reglas siguientes: 1.^ redúzcanse el multiplicando y 
multiplicador á la menor dé sus especies; s.^ mul- 
tipliqúense entre sí estos dos números después da re- 
ducidos -f 3," divídase el produelo por el número que 
espresa las veces qué la unidad de especie inferior 
del multiplicador cabe en la mayor , y el cociente 
espresará el producto en las unidades de especie in- 
ferior del multiplicando ; por lo que se deberán re- 
ducir á las de especie superior según las reglas da- 
das (¿S)- Eu esta cuestión es indispensable conocer 
cada tactor, para practicar la 3.^ regla j por lo que 
diremos que el multiplicando es fl de la especie que 
se busca en el producto, y por consiguiente el otro 
será el multiplicador. 

i"^ ej. Sí quiero averiguar cuánto valen 7 varas 
y 1 pic'á 9 pesos y 6 reales la vara, observaré que 
cooK) lo que buscó aquí son pesos y reales , el oiul- 
tipltcaado es 9 pesos y 6 Tpales; por lo que ios re- 
ducirá primero á la menor de sus especies, y tendrá 
reducido el .multiplicando i 141 .reales y el multi- 
plicador á 22 pies^ multiplico el 141 por 23 , y saco 
el productu 3102J el cual le divido por 3, i causa 
de que el pie está contenido 3 veces ea la vara, lo 
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que-Dieda el cociente 1034, que espresá los reale» 
que valcQ las 7 varas y 1 pie; y reduciendo estos 1034 
reales á pesos {58), eacaré 68 pesos y 14 reales. 

2.** ej. - Si quisiera averiguar cuánto valen 6 quin- 
tales, 3 a.rrobas y 8 iibras de aziicar, i 8 doblones, 
-2 pesos y 9 reales el quintal,- los reduciré i la me- 
nor de sus especies, y se me convertirán el multtpli-- 
cando en 519 reales, y el multiplicador en 683 li- 
bras; multiplicaré estos dos ndmeros entre sí, y el 
producto 354477 le dividiré por 100, lo que (95) 
dará 3544,^7 reales, que reducidos á doblones hacen 
59 doblones y 4,77 reales, que (96) vienen i ser 4 
reales y 26 maravedises. 

Dem. £1 rediidr.Ios factores á su menor especie 
no inñuye nadar en el resultado ; pues lo mismo son 
(ej. I.") 7 varas y i pie que 39 pies, y 9 pesos y 6 
reales lo mismo que 141 reales. Al practicar la a.* 
reglq tomamos el valor de la vara tantas veces como 
pies hay ; esto es , multiplicamos el valor de la vara 
por un número tres veeee mayor qneel que dehe ser; 
y como practicando la 3.' hacemos el producto tantas 
veces menor como lo que ántes^ le habíamos tomado 
mayji-, resnlta que este será el verdadero. £1 conver- 
tirle ea las unidades de especie superior , es por sa- 
tisfacer i la cuestión en los mismos términos que ve- 
nia propuesta. L. Q. D. D. 

101 Para dividir los niimeros denominados se' 
practicarán las tres reglas siguientes:' i.^ se reduce 
el divisor á la menor de sus especies ; 2.^ se hace 
la división empexando por las unidades de especie 
superior del dividendo; y si de esta división que- 
da alguna resta , se reduce á las unidades de es- 
pecie inferior inmediata , y se añaden las unidades 
de esta especie que hay en ' el dividendo ; se dividen 
por el divisor , y si queda alguna resta se reduce á 
las unidades de especie inferior inmediata ; y asi se 
continúa hasta que no haya unidades de especie in- 
ferior; 3." después se multiplica todo este cociente 
, por ei número que espresa las veces que la unidad de 
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especie inferior del divisor ettd contenida en la mo' 
yol-, empegando esta multiplieacion por las unidades 
de especie inferior, para si resultan unidades de es- 
pecie superior , añadirlas al producto de la columna 
inmediata, y el resultado es lo que se pide. 

Por ejemplo. Sé ()oo) que 7 varas y i pie han 
'costado 63 pesos y 14 reales; si quiero averiguar á 
ciíaio ha costado la vara , dividiré los 6& pesos y 14 
reales por 7 varas y i pie. Aquí se conoce el divi- 
dendo eo qae es de la misma especie que lo que se 
busca. Practico la i.^ regla y se me convierte el di- 
visor eá E9 pies } ahora hago la división como aquí, 
ae ve: 

£ropiezo por los pe- 68 pi. 14 n. I ss 
US , y digo : 68 entre oa ■ I 

la les toca á 3, que son 15 I .» * 

' pesos, y me quedan de — — ^ 

resta 2 pesos , que para 30 «6 

reducirlos á reales los 14 ' " " 

multiplicaré por 15, y — — 
al producto 30 le afia- 44 
diré loe 14 reales que o 

hay en el dividendo ; veo qoe el sa cabe dos veces 
en 44, y no deja resta; ahora el cociente 3 pesoay a 
reales le multiplico por 3 , que es el que espresa las 
veces que la unidad de especie inferior del divisar 
está contenida en la mayor, y saco el producto 9 pe- 
sos y 6 reales, que es en efecto el valor de la vara. 
De'm, £1 reducir el divisor á su menor especie 
no influye nada en el resultado; pues 7 varas y i pie 
es lo mismo que aa pies. Al practicar la 9.' regla, 
como dividimos por el niimero de pies , hallamos el 
valor de un píe; y como lo qoe ae pide en Ja cuestioa 
es el valor de la vara , por esta razón se ha de prac- 
ticar la 3.* regla; esto es, en este caso se ha de mul- 
tiplicar el valor del pie por 3 que son los píes qoe 
tiene la vara, y en general por el ndmero que espresa 
las veces que la anidad inferior del divisor está con- 
tenida en U mayor.- L. Q. D. D. 
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ALGEBRA. 

Nocionea preiiminaret. 

IOS jAgehra ea la ciencia gue trata de ¡a canti- 
dad en general. Los signos de que ae vale para espre- 
aar las cantidades , son las letras del alfabeto; v. g. 
a puede representar cualquier cantidad, sea de la es- 
pecie que sea , como 20, 30, &c. 40 varaj, 59 hom- 
bres, &c. Nunca le pueden faltar signos al Algebra 
para espresar las cantidades; pues se vale de los doB 
alfabetos miniiscnlo y maydsculo, j también del grie- 
go. Ademas , si á una letra v. g. a se le pone un acento 
por la parte de arriba ó por la parte de abajo, á li 
derecha ó i la izquierda, en esta forma a\ 'a, a,, /i, 
representa una cantidad diferente de la que espresa a; 
y se leen a primera ^primera a^ a subprimera, sub- 
primera a; también se le pueden poner dos,. tres &c. 
acentos , y se leen segundas , subsegundq^ i^c. 

Las defiFíiciooes de la Aritmética y Algebra ma- 
nifiestan la mayor generalidad de esta , y para que el 
principiante no tema el empreijder su estudio, le de- 
cimos qne las operaciones del Algebra son las mismas 
que las de la Aritmética , y qne hay una grandísima 
analojfa entre ellas. En efecto, después de haber da- 
do á conocer los uiímeros, t. g. so hombres, 20 ca- 
ballos, 20 peras &c.' hemos prescindido de que los SQ 
fuesen hombres , caballos &c. , y nos hemos quedado 
con el miinero abstracto ao; pero este nunca puede 
ser 19 ni tampoco ai &c. Donde se re que la mayor 
abstracción que puede hacer la Aritmética en los mi- 
meros, es la del valor específico; pero si ahora sijlo 
consideramos en el 30 una colección de hombres, ca- 
ballos &c. sin atender ¿ que sea un niimero determi- 
nado, sino una colección capaz de aumento ó diminu- 
ción , enttíaGes no puede estar representada por 20, 
y la espresarémos por a; por consigniente la a repre- 
senta una caqtidad de hombres , caballos &c. según 
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nos a^comode. Consiste , pues , todo el gran secreto 
del Algebra en prescindir del valor numérico de ka 
cantidades; cuya máxima bien iuculcada i los prin- 
cipiantes les bará disipar el gran cúmulo de di^cul- 
tades que rulgarmente se dice que bay en el Alge- 
bra , lo qae los arredra , y bace que la miren como 
f ujierior i sus fuerzas. 

103 Para indicar las diferentes operaciones y sn- 
pjuestos que se bacen con las cantidades, emplea el 
Algebra los signos que dejamos esplicados en la Arit- 
raéttca, y algunos otros que daremos i conocer. Asf, 
la espresion a-hb quiere decir que lo que valga b se 
ha de añadir á lo que valga a , y nada mas ; a — b 
quiere decir que lo que valga b ge ba de quitar de 
lo que valga a ; axb ó a.b ó ab , indica que e/ valor 
de í se ha de multiplicar por el de h (en el Algebra 
se puede suprimir el signo X ó , y dejar sdlo ab , y 
en la Aritmética no , á causa del sistema de nume- 
ración; v.g. 3x4 (í 3.4 vale 12} y si se quita el signo 

vale treinta y cuatro); -— ó a:b^ indica que el valor 

de R se ka de dividir por el de b. 

Este siguo > es el de mayoría, y puesto al revés 
<: el de menoría; asf, a^-b quiere decir que a et 
mayor que b; y ¿^a, que el valor de b es menor que 
el de í; ó mas general : el signo > ó <. sirve para es- 
presar la desigualdad de dos cantidades. £1 signo ± 
se llama el signo de ambigüedad; así, a±b, ó a^zb, 
indica qtie ¡a b se ha de añadir ó quitar al valor de 
»,, ó al contrario,. 

104 £n el Algebra no sdlo se atiende al valor 
absoluto de las cantidades, sino al modo con que in- 
fluyen en la cuestión que el calculador se propone 
resolver. Ahora, al resolver una cuestión sdlo se pue- 
den encontrar dos clases de cantidades que iuÚuyan 
en ella : cantidades que conspiren al fin que se pro- 
pone el calculador^ que se llaman positivas ; y canti- 
dades que conspiren á un fía opuesto, que se llaman 
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tiegativat. Así , si quiero averiguar ep cuánto tiempo 
se llenar:! un estanque , en que por un lado enlrt 
agna-y por otro 9ale, tendré que atender al agua qae 
estra'7 á la que salej y como el agua que entra cons- 
pira al fin que me propongo, esta será la positiva; y 
Ib que sale , que conspira 4 vaciar el estanque , se- 
rá la negativa. 

Si , al contrario , quiero averigoar el tiempo en 
que se vacia un estanque , en que por una parte sale 
agua y por otra entran tendrá que atender también 
en este caao al ,agua que sale y á la que entraj en cu- 
yo caso la que sale es la positiva , y la que entra la 
negativa. 

Como Us cantidades positivas conspiran al fin que 
fie propone el calculador, tratan de aumentar el re- 
Gultado que busca , y poi lo mismo se sedalan con el 
signo -f-, que es el de aumento ó de adición; y como 
las cantidades negativas conspiran al fin opuesto al 
que se propone el calculador, tratan de disminuir el 
resultado que busca, y por lo mismo se señalan coa 
el signo — , Se manera que de aquí en adelante el 
signo ■+- tendrEÍ dos acepciones: una general, que es 
la de indicar la operación de sumar, y la otra parti- 
cular de decir que la cantidad á que afecta, es posi- 
va; lo mismo sucede con el signo ~, que siempre in- 
dicará la operación de restar, y en particular, que la 
cantidad i que afecta es negativa. 

Por consiguiente toda cantidad que se escriba, 
deberá llevar el signo -+- d el signo — para denotar 
si 68' positiva 6 negativa^ no ostante el signo '*■ se 
suprime al principio de escritura. V. g. a es lo mis- 
ino qne -Ht ; el — ■ nunca se suprime. 

103 Los signos H- y — , tí las cantidades ,poííti- 
T8S y negativas , son los únicos recursos del Algebra 
para espresar las palabras con que se suple todo en 
Aritmética : y aun las frases irdnicas con que nos pro- 
ducimss , cuando decimos que fulano tiene 1 00 rea- 
Ifs que 'debe ; Va palabra tiene parece que da á cono- 
cer qae posee dinero , y la palabra debe manifiesta 
F T. I. 
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que lo decimos áe chanza oque nos burlamos: esta fra- 
K del lenguaje vulgar se espress en Algebra diciea- 
do: fulano tiente — lOo reales. 

1 06 Entendido esto, cuando está repetida por sa^ 
mando una misma letra, se pone uaa sola vez con na 

' número antes que espresa las veces que está repe- 
tida, cuyo ndmero se llama coeficiente; v. g. ea ves 
de o-Hi se escribe sa ; en vez de oÍm-oIm^ , se po- 
ne 3a&; j losndmeros z 7 3, son los coeficientes. 
También se pone coeficien^ cuando la letra ó canti- 
dad está repetida con el signo — ; así, en vez de 
— ^li — ab — ab — ab , se pone — 40A. 

Cuando una letra está repetida por factor, se po- 
ne lina vez sola con un niimero á su derecha un po- 
quito mas alto, que tenga tantas unidades como ve- 
ces está repetida la letra por factor; así, en vez ds 
oa, se escribe a'; en vez de aaa se pone a^. Este nd- 
mero se llama esponente ; y para leer v. g. á^ se di- 
ce a cinco ^ ó a elevada á cinco. 

Cuando una letra a se presenta sola, se le supone 
la unidad por coeficioote, la unidad por esponente, y 
taiúbiea si se quiere la unidad por divisor; por esta 

1 • . ""' 

causa a es lo mismo que la , que a' ^y que . 

Ahora, toda cantidad ó espresion de cantidad, sea 
de' la especie que sea, separada de otras por medio del 
signo -t- ó — , se llama término; v. g. —a es un tér- 

„ „ ^bd aH^cS 

mino , ama , , -, 

c d — e 

107 Se dice de un término qne consta de tantas 
dimensiones cuantas letras tiene, sino bay denomi- 
nador; V. g. -Hi es un término de una dimensión; $ae 
de dos; — ■^abc de tres; donde se ve que el cdefi* 
ciente no constituye dimensión. 

Si la cantidad está ec forma de quebrado, elnii» 

mero de las dimensiones está espresado por la diferea- 

. cia entre ias del numerador y las del denominador; 



)j,:», -.Google 



ílgbbka. 83 

T. g. — ea de una sola airoeosion ; — 7- ea on t¿r- r 
a ca 

mino de dimensión nula, 6 de cero dimensitmea ^ y 
cuaado bay maa en el denomioador que ea el came- 
lador, ent^ncea se dice qae la dimensión ea negativa^ 

áb 

aal , el t^raino es de menos una dimensión, Fi- 

cde 

nalmente , cuando las letras tienen esponentes, se re- 
pata cada letra por tantas dimensiones como unida- 
des hay en su esponeote. 

)o8 Cuando una espresion algebraica consta d« 
un solo término, se llama monomio des un monomio^ 
cuando consta de mas de uno se llama en general po- 
iinomto, distinguiéndose ea particular con los nom- 
bres de binoihio, trinomio, cuadrinomio ífc, cuando 
consta de dos , tres , cuatro &c. monomios. Así, laa 
espresiones a~t-b, 40^ — 5¿'c^ fou binomios, de los caa- 
les a y 4a^ son los primeros términos , y +¿, — ¡b'c^ 
ton los segundos i &c. 

' Cuando todos los términos de un polinomio tienen 
nn mismo ndmero de dimensiones, se dice que es Ao- 
mojéneo \ y cuando no , que es heterojéneo. 

109 Se llaman términos semejantes aquellos que 
tienen unas mismas letras y en cada una los mismos 
esponentes; por ejemplo 4á'/i, ^a^b y "¡h^ son tér- 
minos semejantes. , 

Es muy frecuente en el Algebra el encontrar tér- 
minos de esta especie en los resultados de las opera- 
ciones , en cuyo caso ae deben simplificar. Esta sim- 
plifícacion se bace tumando los coeficientes, si tienen 
un mismo signa las términos _ semejantes , y poniendo 
tita suma por coeficiente á uno de ¡as términos con su 
tigno, .cuya operación se llama reducción^ ó restando 
los coeficientes, si tienen diferente signo, y poniendo 
la resta á uno de los términos semejantes, con el sig- 
ao'del término que tenia mayor coeficiente, cuya ope- 
Tacion se llama destrucción. 
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Por ejemplo, supongamos que se tiene el polinomio 
4a^ — fbc — ¡i^-i-3 OC-+ 6a3+3 bc-t-a ^ — 8á*-— 3 ac-t-4b 3 j 
en que absentó tres términos donde se halla a^, y 
por lo mismo hay tres semejantes con ¿Ij y como tie- 
nen un mismo signo , haré la reducción diciendo : 4 
coeficiente de 40^, y 6 de 6a^, son 10, y i coeficien- 
te de a^ (§ 106) son 11; luego pondré un término en 
que haya a^ con un coeficiente i r , y con el signo -f 
que es el que llevan dichos términos; pero aquí se 
omitirá dicho signo (104). Luego, veo que hay dos 
términos donde se halla fcc; y como tienen diferente 
signo, haré la destrucción diciendo: la diferencia en- 
tre 7 y 3 es 4, que será el coeficiente que deberé po- 
ner á be; y como el término — 7AC es el que tiene 
mayor coeficiente, manifiesta que las cuatro que que- 
dan son para quitar, y de consiguiente pondré el sig- 
no — al 46c; como hay dos términos sAiqantes coa 
d* y tienen un mismo signo, haré la reducción dicien- 
do: I coeficiente de — ^^1 Y 8 de — Sd* son 9, que 
pondré por coeficiente al d con el signo — , y tendré 
— ^d^¡ ahora paso á hacer la destrucción de los térmí- 
flos -*-30c y — 3ae, diciendo: la diferencia entre 3 y 
3 es cero , que deberá ser el coeficiente de ac; pera 
el cero por coeficiente manifiesta que no está el tér- 
aiino aquel ninguna vez por sumando, y por lo mis- 
ino no se pondrá. Guando los términos semejantes son 
iguales por tener un mismo coeficiente, y tienen di- 
ferente signo como en este caso , se dice -t-^ae y 
—¡ae se destruyen, y se borran ó tachan en el para- 
je donde están j y como ya no hay mas que el -+-4M 
que no tiene semejante, este quedará del mismo mo- 
do en el resultado, el que será lía^ — 4ÍC— 9d"-+-4¿3. 

Para entender la' razón de esto, se considerará qoe 
cada término, sin coeficiente, representa una cosa caal- 
qniera, como un duro, una manzana &c. ; y así co- 
no no encontramos ninguna dificultad en que tres 
manzanas y cuatro manzanas son siete manzanas: 
nueve dufos menos seis duros son tres doros: y me- 
nos cinco pesetas menos cuatro pesetas son menos nne- 
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ve pesetas , 6 qiie el que debe cinco pesetas par ua 
lado y cuatro por otro , resulta debiendo nueve &c.: 
del mismo modo una cosa ab uias tres veces Ja misma 
ab ó 3a¿, son cuatro vecea la cosa ab ó 4ab. Todo está, 
segan se re, ea comprender el lenguaje algebraico. 

De la suma de las cantidades algebraicas. 
' lio Sumar en Algebra es reunir ea una sola es- 
presión el valor de dos ó mas. 

Para ejecutar esta operación se colocan todos los 
sumandos los unos á continuación de los otros con los 
mismos signos que llevan, y queda hecha la suma j des- 
pués se simplifica si se puede (109). 

Dem. £n efecto, si quiero sumar -+icon-t-a, in- 
dicaré la operación como aquí se ve : -NHi(-l-¿); 
donde observo que el signo + que está fuera del pa- 
réntesis, indica la operación de sumar, esto es, que 
aquí lo que me propongo es aumentar; el signo ■+• de 
dentro del paréntesis, indica que la cantidad -+-6 que 
'está dentro, es positiva, esto es, que conspira al tin 
que rae propongo; y como este es aumentar, se debe- 
rá poner la & á continuación de k a con el signo que 
denote éste aumento, esto es , con +, y tendré que 
-+-a^-(-t•¿)=+a-^¿=tí-^-A. 
Si can la cantidad -hi quiero sumar —&, indíca- 
le la operación como aquí se ve; -hi+( — b); 
donde observo, como antes, que el signo ~>- de fuera 
del paréntesis , indica qnc el fin que me propongo ea 
aumentar ; el signo — de dentro, ipdica que la can- 
tidad b es negativa , ó que conspira al fin contrario! 
para que se entabla el cálculo; luego conspirará á dis- 
minuir; por lo que deberé poner la 6 á continuación 
de la a con el signo — que denota la diminución , y 
tendré que -i-a+{ — ¿)=-i-a— i=a— A. 

Comparando estos resultados con lo que prescri- 
be la regla, y gene rali záadola á los polinomios, re- 
salta L. Q. D. D. 

Cor. De donde se sigue que 
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111 Para samar políiiuDiios se indica la opera- 
ción , poniendo los sumandos los unos á continuación 
de los otros , cada uno dentro de un paréntesis ; des- 
pués se practica la regla sólo con quitar los paréntesis^ 
y luego se simplifica^ como se ve en este ejemplo. 

(4fi^fl-i-5a^c-'aafiíí)-+-(3Í* — 8a')-H 
^jabd-h4a 3—2 0^01-3 b' 0)^40^- — 6a*)^ 4 6*a-t-5a'c— • 
iiabd-t-:¿b^ — Sa3-^abd-\-4a^~^2a'c-t'¡b'a-i-4c3~- 
6a*=7¿*íW-3íí*íH-5aiíi-t-36'— 4á^+4e3 — 6a^. 

jDe la operación de restar cantidades algebraicas. 

112 Restar en Algebra es hallar la diferencia en- 
tre dos cantidades,(í quitar una cantidad de otra dada. 

Esta operación se ejecuta poniendo el sustraendo 
con signos contrarios á los que lleve , á continuación 
del minuendo , y después se simplifica. 
■ Dem. £n efecto , si de ]a cantidad -i-a quiero 
restar ta cantidad -t-b , indicaré }a operación como 
aquí se ve : -Hi — (-f-6); 

dunde observo que ei signo — de fuera del parénte- 
sis indica la operación de restar, esto es, que el fia 
que me propongo es disminuir; ei signo + de den- 
tro, indica que la cantidad b es positiva, ó que cons- 
pira al fin que uie propongo; luego deberé poner la 
b después de la a con el signo '— que indica la di- 
minución, y tendré que -bo — (-hb)=:-Hi — b=a — i. 

Si de la cantidad a quisiera restar la cantidad — í, 
iodicaria la operación de este modo: ■-mi-^(---&); 
y observaría que el signo -^ de fuera del paréntesis, 
indica que el f¡n que me propongo es disminuir; el 
signo — de dentro, indica que la cantidad b conspi- 
ra al fin opuesto; luego conspirará á aumentar; lue- 
go se deberá poner la Í6 á continuación de la a, con 
el signo -I- que denota dicho aumento, y tendré que 

Comparando estos resultados con la regla, y ge- 
neraUa;íudoIa i loa polinomios y resulta L. Q. D. D. 
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Cor. De donde se signe en general qne 
o — (d:¿)^a7¿) y o— (:pA):=£i±£. 

Esc, £1 segundo resultado de la operación de bd- 
niar corresponde al lenguaje irdnico á un hombre le 
han hecho pobre con dádivas, que quiere decir que 
le han aumentado gajíoj. Igualmente, el segundo re- 
sultado de Ja operación de restar corresponde a hacer 
rico 4 un hombree quitándole ^ pero será quitándole 
gastos. Más el Algebra, que es una lengua perfecta, 
no admite palabras de doble sentido , ni capciosas; 
en ella todo está perfectamente determinado , todo es 
verdad , todo exactitud. ^ 

113 Para restar polinomios se escribe el minuen- 
do (si se quiere dentro de paréntesis), después el sig- 
no — , y luego el sustraendo dentro de un paréntesis^ 
después se practica la regla quitando los paréntesis, 
cuidando de mudar los signos del sustraendo, y se 
simplifica , como se Ve en este ejemplo. 

Si de i8a7fi"— 5c*d+9(r'i»"c3 
quiero restar 4a*¿*<í3 — 3fl7fi* — ^c^d, 
ejecotaré la operación como aquí se ve! 
jSo^A'— 3c*d+9o^A*c3_^^a»¿!i(;3~3a''A* — yc*d)= 
i8o?A*— 5e*íi+9a"A*c3— 4o^¿'í!3+2ar¿3^(.4d= 

De la multiplicación algebraica. 

114 Multiplicar en Algebra es tomar una canti- 
dad tantas veces como diga otra , y tomarla del mo- 
iio que diga se debe tomar, Esto es, el multiplicador 
con sus unidades dice las veces que se debe tomar 
el multiplicando, y con sa signo el modo coo que se 
debe tomar. 

Pueden ocurrir tres casos: multiplicar un mono- 
mio por otro i un polinomio por un monomio, ó al con- 
trario; y un polinomio por otro polinomio. 

Para multiplicar un monomio por otro, hay que 
atender á cuatro cosas: i signos^ coeficientes, letras 
y esponerUeí. 
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Para demostrar la regla de los signos , tne pro- 
pondré multiplicar -t^t por +b , ó para mayor senci- 
llez y claridad har¿ ¿;=i, é indicaré la operacioú de 
este modo: -naX+i; 

ahora, el multiplicador +i dice con sus unidades que 
ee tome una vez al multiplicando; y con su signo ~h 
dice que se debe tomar como él sea; el multiplican- 
do '4-a es positivo, luego se deberá tomar uoa vez 
positivamente; luego será ■+<JX+i::;-hifl=:-i-o; 
j en cuanto á los signos dará +x-f'i=:+. 

Sea ahora el multiplicador — i , y tendré indica- 
da la operación de este modo: -HiX — i; 
eqnf, el multiplicador con sus unidades dice que se 
debe tomar una vez at multiplicando; y con su sig- 
no que se debe tomar al contrario de como él sea; 
el multiplicando es positivo , luego le deberé tomar 
una vez negativamente, y tendré -hix — 1= — ia=. — a; 
y en cuanto á signos : -hX — =: — . 

Si el multipiicando fuese negativo tal como ^~a, 
j el multiplicador -hi, indicaría la operación de este 
modo ; — ox-m; ' 

donde el multiplicador ~hi, dice con sus unidades 
que se debe tomar una vez el multiplicando ; y coa 
su fiigno , que se debe tomar como él sea ; el multi- 
plicando es negativo, luego se deberá tomar una vez 
negativamente, y será — ax+i:= — la^— a; 
y para los signos dará ~x-+-=— . 

Finalmente , si el multiplicador fuese ^~i , tea- 
dria indicada la operación de este modo: — ax — i; 
donde el multiplicador — i , dice con sus unidades 
que se debe tomar el multiplicando una vez; y coa 
su signo, que se debe tomar al contrario de como él 
sea ; el multíplieando es negativo , luego se deberí 
tomar positivamente, y se tendrá ~ax — l^-+-lo:r;-l-o; 
. y para los signos resultará — x--^=+. 

Estas cuatro casos se convierten en estos dos , á 
saber : signos semejantes , esto es , + p«r •+■ ó — 
por — , ó en general it por ± rf q= por =p, dan siem- 
pre -t- en el producto^ y signos desemejantes^ esto esj 
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-t* por — á — por -f-, ó en general ± por zp. tí :^ por 
± , dan siempre — ea el producto. 

líoa coeficientea se multiplican por las reglas de 
Aritmética ; porque si axb=ab , de multiplicar -¡a 
por 3¿ , debe resultar (61, 3.") un producto «eia ve- 
cea mayor que ab, ealo es, zx^ab á 6ab. 

Las letras que son diferentes en ambos factores, 
se ponen unas á continuación de otras sin interposi- 
ción de signos ningunos (103). 

En punto í los esponentes, los de una misma le- . 
tra se suman i porque si se tiene que multiplicar a^ 
por a', indicando y ejecutaudo la operación como aquí 
se ve: a3xa^=aaaxaa=^aaaaa=a^z::a^~*'' 
rasultará la regla. 

Así, para multiplicar -i-4J3fl^c*e por ^a^b^cd*^ 
dir¿ : + por -h da +, que pondré en el producto ; 4 
por 5 son 20 , que pondré después del signo -*-; b^ 
por b^, sumando sus esponentes , será ¿^; a* por a^ 
dará a^j c^ por c, sumando sus esponentes s y i, 
dará C'^ i y como no hajr e en el multiplicador ni d 
en el multiplica'ndo, se pondrán después de lo que 
ya hemos sacado, y se tendrá que 

-h4b^a*c^eX'+-$a^b^cd*z^-h2ob^a^c^ed^. 

Si los esponentes son indeterminados , se indica 
la suma de los de los factores; así, si quiero multi- 
plicar +3íi'''¿*c"íi'' por —jb'a*e'^d', 
tendré que el producto será — 2ifl'"+'A*+Vrf''-*-*e7, 
115 Para multiplicar un polinomio por un mo- 
nomio, 6 ua monomio por an polinomio, se multi- 
plica cada término del polinomio por el monomio^ as/, 
8i quiero multiplicar 

Slr'c^—^a^dS-h^b'cd* por ~sa¡d^c^^ 
indicaré y ejecutaré la operación de este modo: 
(sl^c*—4a3dS-h¡b^cd*)x~3aSd^c^= 
— i5Í*c7aíd<'-Hi2a8d"c3~9ÍVíí'°o*; 
multiplicaré el primer término sft'c^ por ~^a^d''c^, 
lo que (114) dati~i $b'c'^a^d°- Juego, multijiücare' 
el — 4«*íi^ por — 3a*íi^c3, lo que dará -hi3a^d"c^; 
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y por dltiino mnltiplícaré el -4-36'cd* por — 30*í¡*c', 
que dará~-9¿'c^<i"'a^, y tendré el producto que allí 
se presenta. 

116 Para multiplicar nn polioomio por otro, te 
multiplica todo el multiplicando por el 1 ." termina 
del multiplicador ; después todo el multiplicando por 
el 2." término del multiplicador i después por el ter- 
cero (fe. ; se van colocmdo los productos unos á con- 
tinuación de otros con los signos con que vayan sa- 
liendo , y luego se simplifica si se puede. 

I ."" ej. Si quiero multiplicar a-t-b por 0—6, mul- 
tiplicaré primero a+h por a, lo que da a^^+abi 
y luego a-t-fi por —A , lo que da — ab — 6*, 
que puesto á cuntínuactoo del auterior y destrqyen- 
do -1-06 con — a¿, se tendrá 

(a+A)(a-A)=a»-Hífr-a6-i»=!o*-6». 

Esc. Éste resaltado uos dice: que la suma de do» 
santidades multiplicada por su diferencia , da por 
producto la diferencio de estas cantidades con un ei~ 
ponente duplo del que tenían en los factores. 

Recíprocameate, si dada la diferencia de dos cao- 
tidades se quiere descomponer en factores, se pon- 
drá la suma de dichas cantidades multiplicada por 
tu diferencia^ poniendo á cada una la mitad del ca- 
pónente que tenia. Asi^ a^ — ¿*=(úi*+A^)(a'*— i*)i 

s.** ej. Si quiero multiplicar 

4o3¿* — 30*Í3-f-5A* por 30'A — 4ah^^ 

indicaré y qecutar¿ la operación de este modo; 

(4o3A*— 3o»i3:t.5M)(3íi*A— 4aA»)= 

multiplicaré primero todo el multiplicaoda por el 
primer término s^'b del multiplicador , lo que da 
el producto laa^A^ — qa*b*-hi ¿b°a'; 
después multiplicaré todo el multiplicando por el se- 
gundo término — 4a¿* del multiplicador , é iré colo- 
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cando el producto A continuación del anterior, y eje- 
cuto la reducción como allí Be ve. 

Ve la división algebraica. 

117 Dividir en Algebra es buscar cuánta» veces 
una cantidad contiene á otra, y del modo que la con- 
tiene; de doude resulta que el divisor multiplicado 
por el cociente debe dar el dividendo; y por lo mismo 
se puede decir también que dividir es hallar una can- 
tidad que multiplicada por el divisor dé el dividendo. 
Pdra dividir un monomio por «tro hay que aten- 
der á cuatro cosas, que son : i .° signos ; s .** coeficien- 
tes- 3,*' letras; y 4," esponentes. 

I." Signas semejantes dan -t- en el cociente, y 
desemejantes dan — . 

Dem. Como el signo del divisor, combinado coa 
el que baya de llevir el cociente , ha de producir el 
del- dividendo, cuando el dividendo tenga el signo -+• 
el cociente tendrá el mismo signo que el divisor; pues 
BiJlo signas semejantes (114) producen -*•; y cuando 
el dividendo tenga el signo — , el cociente llevará 
signo contrario al que tenga el divisor} pues estoB son 
(114) los que producen — } 

1 — líl-w ~ H— 



i en general — =+■, — =—, — =;>-, — ^=>k 
± :f ± =F 

qne es L. Q. D. D. 

i-" Los coeficientes se dividen por las reglas Se 
la Aritmética ; y sino se pueden dividir con exacti- 
tud , se simplifica si se puede. 

Dem. Como el cocieute multiplicado por el divi- 
sor ha de dar el dividendo, el coeficiente del cocÍen< 
te por el del divisor ha de producir el del dividen- 
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do; laego el coeficiente del cociente deberá ser, lo 
que resulte de dividiré! del dividendo por el del di- 
visor. L. Q. D. D. 

3,° Las letras diferentes que tengan el dividen- 
do y divisor ^ se dejan donde estén ; y las letras que 
haya comunes, sin esponente ó con uno mismo, se bor- 
ran en ambos términos, 

Dem. Lo primero es porque de esta manera que- 
da indicada la operación; y lo segaudo, porque ea 
el cociente no puede haber nada que sea común á los 
dos términos de la división; pues al hacer la multi- 
plicación resultarían duplicadas en el producto, y no 
como están en el dividendo, que es lo que debe re- 
sultar. L. Q. D. D. 

4-"* Si las letras comunes tienen esponentes dife- 
rentes , se resta el menor del mayor ; y queda la le- 
tra en el término que tiene mayor esponente, con un 
esponente igual á la diferencia hallada. 

Dem. Esto equivale á suprimir en ambos' térmi-' 
nos lo que tienen de comun. L. Q. D. D. 

Entendido esto, va^os á resolver algunos ejemplos. 

I." Si quisiera dividir i2a^b^c^d^ por — ^ba^c'^e 
diría : -1- del dividendo (104) dividido por — , da — ; 
iz dividido por 3 da 4; a^ dividido por a^, es a% 
porque restando el esponente 2 de la a del divisor, 
del esponente 5 de la a del dividendo, queda 2 ; />* 
dividido por ¿ , es ¿ , porque 3—^1=1 , y i'=6 ; c* 
dividido por c^da c^ en el divisor, porque la dife- 
rencia entre 3 y 7 es 4, y en el divisor es donde hay 
mayor esponente j la d* quedará en el dividendo, y 
la e en el di visor j de manera que tendré 
isa^b'^c^d^ 4a^bd* 



—^ba^c^e c*e 

s." Sí tuviera que ejecutar esta división inaicaaa 
soa^b^^d'f 

■■ -.rfl-T t "3'"" = ■+■ por + da -í-, que no pongo 

oa*b c d f 

(104); 20 dividido por 8 no se puede ejecutar, y así 
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Bimplílicar^ dividiendo ambas cantidades por 4 , lo 
que las reducirá á^; ahora diré: a? dividido por a^ 
es a^ en el dividendo ; 6^ dividido por fc^ da ¿^ ; c" 
dividido por c" no podemoa hacer sino indicarlo; pe< 
ro como no sabemos si m ea mayor que non mayor 
qoe m, no sabemos cuál se debe restar de cuálj po- 
demos restar la n de la m y dejar en el numerador 
del cociente c'"^"; ó al contrario, y dejar c" "* en 
eTdenominador, pues siempre el cociente por el di- 
visor da el dividendo; pero preferiremos el dejare*" '. 
que es mas sencillo; y haciendo lo mismo con las de- 
más letras tendremos 

&a*b''c"dy ~ ^p ' ~'i<^—'"d'—'f 

1 1 8 Consideremos ahora los resultados que puede 

dar la espresion — =0*" "(A). 

Aquí puede ocurrir que m>B, ó m:=n, 6 m<n. 
i." Si m>a será necesario aSadir á n una can- 
tidad cualquiera u, para que sea igual con m; de ma- 
nera que m^n-hu ; y sustituyendo este valor ea la 

espresion (A) , será — ssc™ — "=:c"'*''' — ^c", 

porque +n y — n se destruyen. Este caso no nos cu- 
sefía nada de nuevo. 
2." Si m=n , sustituyendo en (A), será 

<^ ._. ■ 



aquí encuentro una espresion c°, desconocida; así, 
para ver lo que siguifica hai^ la sustitución de n por 
"I antes de indicarla rest.tdeios esponentes, y tendré 



porque toda cantidad dividida por 8Í misma da(5t,3.°) 
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la 'unidad ; Inego tengo aquí dos espreaiones c" j m 

qne son el resaltado de una misma -— ; luego «eráa 

(intT.ax 5-") iguales entre sí, y se tendrá c^=i; 
pero c espresa una cantidad cualquiera, luego fOi2a 
cantidad elevada á cero es igual á la unidad. 

3,'' Si m<.n , añadiendo á m una cantidad cual- 
quiera u, para que sea igual con n será m+it=n^ y 
poniendo eo (A) en vez de n este valor, tendré 

También bailo aquí uOa espresiou c * no conocida; 
así, para indagar lo qae espresa, haré la sustitncioo 
antes de indicar la resta de los esponentes, y tendré 
c*" c" e" I 

c** I 

donde tengo doa valores de — , i saber : o • y -^ 

qne por lo dicho (intr. az. 5°) serán iguales, y tea- 



que dice que toda cantidad se puede trasladar del di- 
visor al dividendo , ó al contrario^ mudanda el signo 
á su espanente. 

1 1 9 Para dividir nn polinomio por un monomio, 
te divide cada término del polinomio por el monomio', 
porque dividiendo todas las partes del dividendo, 7 
reuniendo todos los cocientes, debe resultar (intr.az. 3.'') 
el cociente total. 

Asi, si quiero dividir la cantidad 
i5a'^¿' — isa*c^~t-&b*c^ por — 6o^ic*, tendrá 



i5g*fc' san 



~6o^ic* ac* ' 
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— iso*c* sa 8Mc ^ 4i6^« 

*^ — óo^Ac* ~bo ac* ¡a^' 

130 Para dividir uq polinomio por otro, lo pri- 
mero que se tiarí es ordenar^ para lo cnai se verá la 
letra que está mas repetida en el diridendo y divisor, 
y se volverán á escribir principiando en ambos por el 
término en qne dicha letra tenga mayor esponeote; 
después el que tenga el capónente inmediato menor &c. 
Hecho esto, divídase el 1." término del dividen-' 
do por el i." del divisor, y se tendrá un término del 
cociente ; multipliqúese este término por todo el divi- 
lor, y [éstese el producto ¿te todo el dividendo (lo 
cual se conseguirá mudando los signos del prodocto 
conforme se vaya formando) y se hará ¡a destrucción 
que se pueda. Después se divide el i."" término de eS' 
ta resta por el 1." del divisor, ¡oque dará el a.° tér- 
mino del cociente; después se ejecutará la multiplica- 
ción y resta j y se continuará del mismo modo hasta 
que se halle cociente exacto^ ó basta que el mayor es-- 
ponente de la letra por que se ordena, sea en la resta 
menor que el mayor de la misma en el divisor; enton- 
ces no hay cociente exacto, y se iadica la división dt 
la resta por el divisor {4^). 

Ejemp. Quiero dividir 

a'í ¿3 c— oA^c*— 2 a*Í¿*c-Hi^bc-haa'bc^—a^<^ 
por a^-hb' — sa¿. 

Para ordenar, veo que la a es la qae se halla mas re- 
petida en ambos términos, y ordenando por ella tendré 
a^bc^-sa^b^cH^^ b^c~i-aa'bi!'~-ab'c^ í o'— safr-^A* 

-o^tr» 

~-a^bc-+-aa*b*o~a^b^e I a^ic— ae* 



-Hi3 c*— ao'Ac'H-ai V 
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Ahora empezara ]a división diciendo: a^bc dlrl- 
dido por a" es a^bc , que pondr¿ en el cogiente ; har¿ 

la mn Itiplicaci^n de a^bc por todo el divisor, dicien- 
do: ■+■ por -f- da -+-, y coiiio se ha de restar es — 
que pongo debajo del -+- que debía tener el i."" tér- 
mino del dividendo ; a^bc por o* da a^bc, qoe pon- 
go después del signo — ; continilo: -4- por — da — , 
que como se ha de restar es -h; a^be por zab es 
ia*b^c, qoe pongo después del signo -h; -+- por -1- da 
-f-, que como se ha de reftar será — ; a^bc por i* da 
o3¿3c, que pondré también; tiraré una raya para po- 
ner debajo de ella la resta que quede después de he- 
cha la destrucción; pero advirtiendo que -Hi^bc de 
arriba con —a^hc de abajo se destruyen, que — 2a*b^c 
se destruye con +2a*£*c, y -Hi^b^c con ^a^b^e^ pon- 
go debajo de la raya lo que qaeda , que es 
— a 3 c^-+- a fl'Éc* — aiy^é^. 
El I /'' término de esta resta —a^c^, le dividiré 
por a' primero del divisor , lo que dará —ac^i mul- 
tiplico y resto, diciendo : — por -+• da — , y como 
se ha de restar es -h, que pongo debajo del signo — 
del — fl^c^ ; a^ por ac'^ es a^c* que pongo ; continiio 
— <jc^ por — zab es -A-ia^bc'^ que como se ha de rea- 
tar pongo — 20^6e*; sigo : — oc' por fi' es — afi'e*, 
que como se ha de restar será +íi¿*c* ; y como estos 
términos se destruyen con sus correspondientes, pon- 
dré debajo de la raya o por resta, y tengo que el co- 
ciente será a^he — oc'. 

Dem. El ordenar es una operación que se paede 
hacer, porque esto no altera el valor de los térniinoa 
de la división; y se debe practicar, porque muchas 
cantidades (como la anterior) que ordenadas dan co- 
ciente exacto, no le darían sin esta circunstancia, y 
el resultado debe ser sienjpre el mas sencillo. 

Todo lo demás es enteramente análogo al proce- 
dimiento ^itmético (53), y se reduce á buscar loa 
diferentes términos de un polinomio que multiplica- 
do por el divisor dé el dividendo, que es L, Q. D. D. 
' Esc. La multiplicación del cociente por el primer 
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t^rmiao del dinaor se paede omitir; porque como 
dará el i."" término del divideado , y se ha de res- 
tar de él, ae podrá .lachar iomediatameote el i." tér- . 
mino del divideodo y multiplicar desde el 2.° del 
divisor en adelante, que es lo que se ve en el ejem- 
plo siguiente. «*— fi'^ ' I a'~h' 

Si quiero dividir ,,j I 

o''-í'^pora»-fi«,ha- "^ °„ a^+a^fi^+fi* 
rá la operación como ,¿ ' 

aquí se presenta. 

Donde veo que sa- 
le cociente exacto, porqué el H-b'^ que resulta, se des- 
truye coü el — fi* del dividendo. 

De los quebrados literales. 
\ isi Los quebrados literales ó algebraicos se cal- 
calan del mismo modo que loa numéiicos; porque to- 
das las demostraciones que dimos respecto de estos, 
citaban concebidas en términos generales. Así, su vtr- 
lor no se alterará aun cuando s^ multipliquen ó par- 
4au sus dos términos por una misma cantidad. Por 
esta causa se reducirán á un comuu denominador del 
loísmo modo que aquellos (68)^ de manera que si tea- 

1 ■ 1. j a c m p 
go los quebrados — , — , — , — , 

quedarán reducidos á an coman denominador, si nml- 
liplico los dos téi'mioos del primero por dnq, los del 
segundo por bnq , los del tercero por hdq , y los del 
coarto por bdn , cuya operación los trasformará ea 
adng cbnq mbdq hdnp 
bdnq ' biinq ' bdnq ' bdnq ' 
. Igualmente , si se dan quebrados con factores 6 le- 
tras cúipunes arrifaay abajo, se podrán suprimir y que- 

ad a ad-^ba a 

darán simplificados. Así, -^ — =-3-» J ,, ,j =^ 

' d'c de d^~hbd a 

pues en el oamerador y denomin^doj' del primero 68 
G T.l. 
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cí>ainn la d, y en losílos' términos del segando es «- 
mun el factor d+í « que suprimido oe convertirá el 
quebrado en lo que hemos puesto. 

133 Para sumados se hará lo mismo que con los 
numéricos (70). 

■ a m an ^f an-^Bm. 
De m«e,. qo. -+-=-->-j^=-^. 

123 Para restarlos se hará lo mismo que ccn los 

a "* , , 

i«wi¿>-iCoa(73).Así,eide— quiero testar — , tendré 

a m art htn an — 'fi/n 
^ n hn bn hn 

1 34 Para reducir aquí un entero á la especie del 
quebrado que fe acompaña, ya sea por via de Bunia ó 
de resta , se multiplica el entero por el denominador 
del quebrado, con esto se suma el numerador del que- 
brado cuando este lleva el signo -h, ó se resta cuan- 
do lleva ei — ,y ó todo esto se le pone por denomina- 



ba— a' 



dor el del quebrado. Sea la espresion a^~t-b'- 

la que se quiera reducir j multiplicaré el entero á^-hb' 
por el denominador í*— o^ , que me da (116 esc.) 
l*-~a*i con esto sumaré él numerador te*, y á la su- 
jiia le pondré por denominador el del quebrado , ea - 
a* (a'-hb^'Xb^—a'yHi* 

esta forma: a'-t-b^-^r: — :— 1 — -: — : — 

b — o b — a 

125 P3" multiplicarlos se hace lo dicho (26) ; de 
manera que 

a m am a+m a—m_^ {a-t-m)(a~m) _a'~m* 
T^~n~bn c'—a^ c^-i-n'^''{c^-~n*){c^-hn'j~e*~n* 
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Y para multiplicar un quebrado por on entero ó 
al contrario, se multiplicará el numerador del que~ 
ÉFOdo por el entero , como aquí se ve ; 

o ic , , .,,'M (a'+B')m a'm+b'm 
D D n a n 

ia6 Para' dividirlos «£ ejecutará lo dicho (79)3 
de manera que 

a _ m an a-t-m _ c— j» j_^(a-hm)(a-~m) a^~m* 

b n bm c-j-n a~m (Q^n){c—n) c^—n^' 
Si Ee tratase de dividir un entero por un quebra- 
do, " "'^ 

Para dividir un quebrado por un entero se prac- 
ticará lo dicho (81); así, 

fi '"^~bm ^ c»~» ' ~ (e*— n)á3 e»íí3__^3 ' 

De la elevación á potencias y esíraccion de raices de 
los monomios, 

1 27. Se llama en general poíenoia de una cantidad, 
«I producto de multiplicar dicha cantidad por sí niia- 
ma cierto niímero de veces; si se multiplica una vez, 
resulta la segunda potencia tí cuadrado; si se multi- 
plica dos veces, resulta Ja tercera ó cubo; si tres, la 
cuarta; y si n , la potencia del grado n~f-i. La can- 
tidad que se multiplica se llama raiz ; y en general, 
se llama raíz de una caalidaáaquella que multiplica- 
da por si misma cierto número de veces produce la 
cantidad primitiva. 

. rsS Para indicar que ana cantidad se ha de ele- 
var á una potencia, si consta sdlo de una letra, bas- 
ta ponerle á su derecha un poco mas alto el niiniera 
qae espresa la potencia á que se ha de elevar; y si 
U cantidad tiene mas de una letra ó tiene espooen- 
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te , se encierra deotro de uu paréntesis , y fuera de 
este se coloca un pcwo mas elevado el niliuero que cs- 
presa la potencia , el caal se llama esponente de la 
potencia. Así, para indicar que la cantidad safi se ha 
de elevar al cuadrado, se escribirá [sab)^, que (io6) 
se lee : dos ab elevado á dos ; (tab)^ se lee : dos ab 
elevado á tres; y {iab)" se lee : dos ab elevado d n. 
Los grados de las potencias se han deducido del 
Dilmero de veces que entra por factor la raiz, que son 
lautas como unidades tiene el esponente; por lo que 
toda cantidad sin esponente ó con i , es sa primera 
potencia. Las multiplicaciones son tantas méoos una 
como unidades tiene el esponente. 

La elevación á potencias es el caso particular de 
la multiplicación, en que los factores son iguales; pe- 
ro aqnl sólo se necesita atender: i° á signos^ a° í 
coeficientes y 3.° á esponentes. 

I .** Si el esponente de la potencia es numero par, . 
el signo de la potencia será siempre -h ; y si es im- 
par, el signo que lleve la potencia será el que tenga 
la raiz. Porque si la raiz lleva el signo +, combinado 
cualquier número de veces siempre dará -+1 pero si 
lleva — , cuando el esponente sea par, como un nú- 
mero par de signos — en la multiplicación producen 
-+- , y un ndmero impar producen — , resulta la re- 
gla de los signos. 

2." De los coeficientes se formará la potencia que 
diga el esponente , esto es , se multiplicarán por sí 
mismos tantas veces menos una como unidades tenga 
«/ esponente ; porque en la operación de multiplicar, 
los coeficientes se multiplican (i 14) los unos por loa 
otros, y aquf dichos coeficientes son ¡guales. 

3." En punto á esponentes se multiplicará el de 
la cantidad por el de la potencia. Porque en la mul- 
tiplicación se suman; y aquí habrá que sumar cada 
esponente consigo mismo, tantas veces como unidades 
tenga el de la potencia, que equivale i. multiplitvirlos. 

Cor. De lo dicho (125) y de lo que acabamos de 
manifestar, seinfiere que para formar potencias de que- 



c .y Google 



¿LOEBRA. lo I 

htadoa, se formará la del numerador y denominador. 
Aplicando las reglas á estos ejemplos se tendrá 

2.0 (— 4ílfi3„5)5— — 45a5£f5nai_„,Oj^5¿l5„í5j 

*' (-46'^^^ — (4e"dy3)3-64e'*d'y 

Los cuales manifiestan que la potencia de un pro- 
duvío ó de un quebrado , es lo mismo que el producto 
6 cociente de la misma potencia de cada una de lot 
factores ó términos del quebrado. 

1 29 Para indicar que se ha de proceder de la po- 
tcQcia á la raiz, se usa del signo radical Vj entre 
sus ramas ó piernas se pone el esponente radical, 
qué es el numero que espresa el grado de la laiz que 
se quiere estraer j y debajo del signo se pone la cao- 
tidad cuya raiz se quiere sacar. 

Gomo estraer raices es buscar una cantidad^ que 
entrando por factor tantas veces como unidades tiene 
el esponente radical, produzca la cantidad dada, que 
se considera como potencia i estableceremos por regla, 

I." Si el esponente radical es par, la raiz llevd- 
rá el signo de ambigüedad; y si el esponente radical 
es impar , la raiz llevará el mismo signo de la can- 
tidad. Porque cuando la potencia es de grado par, 
siempre tieue (12Ü , i.'^) el signo +, bien tenga la 
jaiz el -t-ií el — -;■ y cuando la potencia es de grado 
impar, lleva el mismo signo que tenia Ja raiz. 

3." D¿ ios coeficientes se dejará indicada la Dp#- 
racion debajo del radical, hasta que se sépanles traer 
las raices de los nümeros. ' ^ ^ . 

3.° En punto á esponentes, se dividirá el espo* 

nenie de la cantidad por el del radical. Porque '«sti 

i^)eracion es la inversa de elevar á potencias, 7 en 

esta operación se multiplican. 1 

Así I, si qaíeroe&traer la raíz cuadrada de a^b\ 
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obserrar¿ que ocurriendo con macha frecneacia el es- 

traer raices cuadradas, se omite el esponente 2 del ra- ■ 

dical ; de modo que i/a^b^ es lo mismo que V'a^B^i 
y ejecatando la operación del modo que acabamos de 

decir, será i." Va^ =^Jb^=±a^^*i 

n n 1 r 1 1. 

3." v'^ÍS^fi'TS^v'fXo " í " c " d " 

Si fuesen quebrados, se esfraerá la raiz del mwu- 
rador y la del denominador ^ en esta forma: 

g » í r i 

lo cuál está fundado en que para elevar á poten- ' 
cias un quebrado, se ha de elevar el oumerador 7 , 
el denominador ; por lo que aquí se deberá seguir 
la regla contraria; de donde se deduce que la raix 
de un producto ó de un quebrado es lo mismo que 
el producto ó cociente de las raices de ¡os factores^ 
¿ términos del quebrado. 

■ 130 Cuando la división de los es pon en tes no se 
puede hacer exactamente, aun debe permanecer ra- 
dical en Ja espresjon ; pero se debe sacar de él todo 
lo que se pueda ; para lo cual del esponente fraccio' 
nario que resulta de quitar el radical, se sacan los en- 
teros que se puedan ; y aquella cantidad se descompone 
en factores poniendo por primer factor la cantidad 
caih el esponente entero , y por segundo la misma can- 
tidad con el esponente quebrado , y luego se vuelve á 
restablecer el radical poniendo entre sus piernas el 
denominador del quebrado , y debajo de él la cahtir 
áad con el immerador del quebrado por, esponente. 



)j,:», -.Google 



j(l.SBBB,Ai 1 03 

. Así , si quiero estraer la raíz cdbica de a^h^c^^ 
gécutaré i& operacíoa como aquí ee ve: 

Esto está fuadádo (129) en que la raíz de un pro' 
ducto de tantos factores como se quiera, es igual al 
producto de ias raices del misnip grado de los factores. 
~ 131 £stas cantidades que están afectas del signo 

— 3 — 
V* se llaman cantidades radicales; así, v'o, VÉ, ^c- 
aon cantidades radicales; cuando a y b se represen- 
ten por ndmeroB , podrá suceder que a v. g. sea un 
iidmero cuadrado como r, 4, 9, 16 &c, ó ¿, f,-^&c., 
y qiie b sea un numera ctíbico , corao j, 8 ,■ 27, &x:. 
6 ^1 -i^ &c. £u este caso el radical desaparecerá; 
^ro cuando no sea ninguno de estos ndineros^ como 
¿>Jando á valga a , 3,5, &c. y b sea a, 3,' 4, 5, &c, ' 
no tiene raiz e.^acta ; y es imposible hallar un nijme- 
ro entero ni quebrado que esprese el valdr d^ oaxm 
radicales ; por lo cual Va , 1/^ , v'g , V'fi &c. 
3, 3-3 "■•■'. , - 

V2, V3,V5 &■€., se llaman números sordos, irra- 
cionales ó incamensurahies, ' ■' 

I3S ' CoQ los radicales se hacen Jas mísAás ope- 
raciones que con las demás cantidades. 

La suma y la resta se ejecutan en un todp lo mis- 
mo; sdlo que para que los términos sean ^eoi^antes 
han de tener un mismo esponente radical , y unas 
mismas letras y esponentes fuera del radical y debajo. 

133 Para ronltiplicarioa,.EÍ el radical es de «a 
mismo grado se pondrá (129) debajo del radical el 
producto de las cantidades; y después se verá..si se 
puede sacar algo de debajo del radical (130). 

4 4 . 4 4 

Por ejemplo: V'a^bxya%!^=\/a^b''c'=i<P</ab^c\ , 
Cuáudo los radicales no tienen un mismo e^po- 
neate, «ereducen-á él i/taliipiieando..los -espoBintes 
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de cada cantidad y de cada radical, por el producto 

de ¡os esponenles de los radicales de los demos. 

£jto está fundado ea Id dicho (68); pues, si se 
qujtan los radicales ponieado i las letras esponeates 
¿accionarios (130)1 no habrá mas diferencia sino que 
aquí los esponentes de los radicales hacen oficios de 
denuminadores , y los de las letras hacen oficien de 
numeradores. Así , ti quiero reducir á ua misaiQ 

esponente radical los s/a^h^. , V^n^¿' , *^an , multi- 
plicaré primero todos los esponentes radicales dicien- 
do: 3 por 4 son 12 ; 13 por % esponente del tercero 
son a4 , / este será el esponente común del radical; 
atiora, para. saber los qoe deben tener las cantidades 
que se bailan debajo de cada radical , multiplicara 
los espuuentes de las letras que se hallan debajo del 
primero por 8 , producto de 4 por 2 ; los de las que 
■e bailan debajo del segundo por 6, producto de 3 
por s ; y los de las que se hallan debajo del tercero 
por 12 , producto de 3 por 4 ; de niaaera que dichos 
ndicales io*. tendré reducidas á 

24 - ■' ■ 24 . 24 

¿/^W^, y/^^^b^, </a"n'*; 

y si los quisiera mullipÜcar sacaría por producto 
24 i-TT— t ^4 . 34 

' H - í4 " 

■ 134 Para dividirlos, cuando loe radicales tengan 
vm mismo esponente, quedará hecha la división (129) 
con poner debajo de un radical del mismo grado el 
eocienU de la» cantidades que haya debajo. 



w. 



aH^ 1 / , 



Va'b^cd' 
Sino tienen el aútiqo eiponente radicil, se reda<- 
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íátirt i ¿], como se ve en el ejemplo sigaiente: 



1/ a"Ac* \/^b*^ 






135 P^ra elevarlos á una potencia cualquier* 
tasta (133) e/ewjr íu cantidad que está debajo á la 
misma potencia, dejando el mismo esponente del ra- 

5 

dieal ; porque elevar V'a^b* i la segunda potencia, 
es efectuar el producto 1 

Conio estraer raices es Jo contrario de elevar i 
potencias, para estraer la raiz de una cantidad radi- 
cal , se dividirá el esponente de la cantidad que Aa- 
' ya debajo, por el esponente de la raiz que se quiera 
sacar , y al resultado se, le pondrá el mfsrpo radical. 

, 3 ._= 8 

Así,íy^ .i^aH^cl^-i/a'bc j j)ero como no eiem.- 

pre se podrá ejecutar la división e:íactamente , con 
el fin de que en el resultado srflo haya un radical, 
se multiplica el esponente del radical primitivo por 
el de la raix que se quiere sacar , ■ sin llegar á las 
cantidades que hay debajo del signo radical. Así, 



'1/ y'a^fi^c^í/'a^fiSc. 



De las espresiones imaginarias, 

136 Hemos visto (ia8) que al elevar una canti- 
dad á una potencia par, siempre resultaba ^1 signo +; 
de donde se deduce que ninguna cantidad negativa 
puede ser potencia de grado par'; luego si nos pidie- 
sen una raiz de grado par' de una cantidad negativa, 
senos pedia un imposible j Qo estante ocurre esto 
coa mucha irec^encia j j p«a etta'causa i estas es- 
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presiooeg se les ba dado el oombte.de imaginarías,, 
4_ 6 an 

Así, v'-fl», ^/-o^ V~b^, V-a*" 
aoa espresiones itoagÍDarias. 

Antes de ensefíar cótao se calculan , demostrar^- 
H108 esta proposición. 

Toda esprfsioa imaginaria se puede descomponer 
en dos factores : el uno real que será un radical del 
mismo grado ^ que contenga debajo de si la cantidad 
real; y el otro un radical del mismo grado que con~ 
tenga debajo de sí la unidad con el signo negativo. . 
zn 

En efecto, sea la espresion v'-— o", j se tendrá 
que como toda cantidad se puede considerar multi- 
plicada por la unidad, xii. 

m I 

are 3B _ 

luego V'—fl'"=V'o™X—i=(§ 1 29)0*" xí—i)*"; 

un an 

y restableciendo los radicales será v'tt"'xv'— i, ' 
que era L. Q. D. D. , 

1 37 Con las imaginarias se hacen las mismas Ope- 
raciones que con las cantidades reales. La suma y la 
resta se practican por las reglas dadas (132). 

138 Para multiplicarlas se descompondrán ántet 
en sus dos factores , y después se ejecutará la opera- 
ción como en los radicales; así, para multiplicar 

V'— a por \^—B , descompondrá á 
y-Z^ en V.ax*/^ , y á f/-~fi ea ySxV'— 1, 
y la multipiicacioQ la haré en esta forma: 
V*— ox V*"— 6=S/oxV'— I xv^x v'— 1= 
v'axv'6x(-i)^x(-i)^=V'^x(-i)'= 

Observando este resultado echaremos de ver qtie 
el producto de dos imaginarias de segundo grado es 
una cantidad reali jr.que el signo que tíos resulta es 
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contrario al que doria la rtiultipUcadeJí (114)} pues 
teniendo s/—ay^s/—h los signos positivos , deberá 
salir el producto positivo, y vemos que es negativo. 

139 Para dividirlas se descompondrán también 
en uctores el dividendo y el divisar ; así , seiá 

y como V*—! arriba y V— ' abajo ee pueden supri- 
mir, quedará -;^=(§ '34)1/ y. 

140 Si se muhip can entre sí dos binomios de 
eata forma-í-+-£v^— I , pero que en cada uno sea 
diferente el signo del radica^, el producto será una 
cantidad real; v. g. si multiplico jÍ-i-jBv'—' po' 

.A~By/~\ , tendr¿ {A-\-Bs/^i) {A—B\/~i)- 
A^-\-ABV^i~4BV~i -i-£'=:^*-t-í' . 

De donde se deduce una regla. para descomponer 
en factores lasuma de dos cantidades, cuya operación - 
es mu/ socorrida en la práctica, y es: que se ponga 
la raiz cuadrada de uno de loa térmitws en ambos fac- '■ 
torea por primer término, y por segundolaraii del otro 
multiplicada por \/ — i, pero con diferente ligno en 
cada factor ^ de manera que 
a*~hb*=(a^-i-b'i/~i) (0^—6^%/— i). 

SEGUNDA PARTE DEL XlGEBRA. 

Dé la anátiaia algebraica, y resolución de loa ecua- ' 
clones de primer grado. 



141 Se llama ecuación la igualdad de dos canti- 
dades, como cssa-t-bi ¡o qae se pone á la izquierda 
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del signo := , se llama primer miembro ^ y lo qae w 
pone á la derecha , segundo miembro; y cada una de 
las caDtidades, que los forman , se llainaii términos. 
La parte del Algebra que trata de resolver los pro- 
blemas después de puestos en ecnacion, se llama aná- 
lisis; cuyo espirito consiste en suponer conocido lo 
mismo que se trata de averiguar. 

Como en los problemas entran cantidades conoci- 
das, que se llaman datos, y desconocidas que sé llaman 
incógnitas , las conocidas se señalan con las primeras 
letras a , £ , c, &"€. , del alfabeto ; y las incdgiiitas 
con las liltimas z, y ^ x, u , &'c, 

14a Señaladas las cantidades con letras, se pasa 
á plantear el problema , que es cifrar en ecuaciones 
todas las condiciones que contiene. Para plantear bien 
nn problema es necesario leerle tres tí cuatro vecee^ 
hacerse bien cargo del sentido alssoluto y leiminaote 
de las palabras , y condiciones á que han de satisfa- 
cer las cantidades, y escribir los signos correspon- 
dientes. Es, por consiguiente, el planteo de un pro- 
blema, una rigorosa traducción del lenguaje común 
al lenguaje algebraico j y así, para poder ejecutarle 
con alguna facilidad, se tendrá entendido que las pa- 
labras sumado , agregado , aumentado en 6fc. y sus 
sintíninias, conducen á poner el signo +; las restado 
de, quitado, disminuidtf en, ifc. y sus siutíniíoas que- 
dan traducidas poniendo el signo — ; las multiplica- 
do por, tantas. veces mayor £s'c. conducen á poner el 
signo X ] las dividido por , tantas veces menor, &'c. 
conducen al signo : ó raya de la división; las tal po- 
tencia ííc. al de elevar á potencias; j Xa estraer 
tal raiz i^c. al signo radical; y las palabras dé, com- 
ponga ^ resulte, salga, y todas sus equivalentes, 
quedan truducidas escribiendo el signo =. 

Cuando planteado un problema se hallan tantas 
ecuaciones como íncdgn¡ta&, la cuestión es determina- 
da; cuando resultan menos ecuaciones que incdguitas, 
es indeterminada; y cuando resultan mas ecuaciones ' 
que inctígnitus, se deberla llamar mas que determi- 
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mida ; pero en este caso la cuestión 6 es absurda , á 
es iailtil alguna coBdicioo de las que se dieron; por 
lo que no se considera esta clase de cuestiones. 

Cuaudo en una ecuación, considerada ^or sisóla, 
no hay mas de una incógnita, se dice que es deter- 
minada^ {lero cuando hay dos d mas incdgoitas, se 
dice que es indeterminada. 

143 Las ecuaciones, sean determinadas ó inde-' 
terminadas, se dividen en grados, tomando el nom- 
bre del mayor esponente que tiene la incdgDita; asf, 
a-i-Bx^cx-t-dri-e es una ecuación de 1."' grado, por- 
que la incógnita x sdlo se halla elevada á la primera 
potencia; y es determinada, porque sdlo contiene la in- 
ctJgnita X. La ecuación ax'-hbx^i^+dx es de e .° grado, 
porque el mayor esponente de la incdgoita es a; y es 
determinada, porque sdlo contiene la inciígnita x; y 
la ecuación oa:*-i-¿j:P-4-á=ca;^ ts de 9." grado ; y es 
determinada por la misma razón que las anteriores. 

Las ecuaciones Indeterminadas también toman el 
nombre del mayor esponente de las incógnitas; pero 
como puede haber ti^rminos donde se hallen multi- 
plicadas 6 divididas entre sí, para averiguar el grad» 
de la ecuación, se suman los esponentes de las incdg- 
nitas que se hallan én el término que hay mas di- 
mengiones desconocidas. V. g. la ecuación a3c:=:hz-t-d 
es indeterminada , porque tiene dos incógnitas; y CS 
de i/'^ grado, porque en u,n mismo término stílo se 
baila una incdgnita, y es con la unidad poresponen^ 
te; la ecuación ax^-^-bz^x^^^ax^-i-cd ^ es indetermi- 
nada , porque tiene dos iifccígnitas ; y ademas es de 
7." grado, porque en el segundo término del primer 
miembro se bailan dos incdgnitas , la una con el es- 
ponente 3, y la otra con 4; luego en este término hay 
siete dimensiones desconocidas. 

' Cuando las ecuaciones son de un grado mas ele- 
vado al primero , pueden ser de dos maneras : puras 
á incompletas , que son aquellas en que sdlo se halla 
la incdgnita con el esponente qne da nombre á la 
ecoBcionj ó mistat^ completa» ó afectas^ qae soo 
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aquellas en qnC* ademas del término donde se halla 
la inc<$gnita con el capónente que da nooibre ií la 
ecuación, se encuentra en otros términos coa ua es- 
ponente menor. V. g, x^-Hi:rft, x^-t-c^d, ó en ge- 
neral «"=6, son ecuaciones puras de 3.", 5." y n.* 
grado. Las ecuaciones x^-hx-t^=B, x^-f-ax^-t-bx^cd^ 
ó en general «"-HiV '-i-bx' '''h^c.=:c, son ecua- 
ciones alistas , completas ó aféeles, de los mismos 
grados que las anteriores. 

Eíc. Cuando las cantidades conocidas que entran 
en las ecuaciones son niímeros, como en estas: 
x^-i-^xr^^B , z^-h2xz^20 , &c. las ecuaciones se lla- 
man numéricas ^ y cuando ias cantidades conocidas 
están espresadas por letras, como en x^-hax^-tíx=:c, 
x^+ax^£, &c. las ecuaciones se llaman literales ó 
algebraicas. En estas , y siempre que en los cálculos 
entran cantidades conocidas enlazadas con las incdg- 
nitas, se da el nombre de coeficiente á toda la canti- 
dad conocida que multiplica á la incógnita. Y. g. en 
el término 2x, el coefíciente ea i; y en ia espresioa 
sax el coeficiente es 2a. 

144 Como el espíritu analftíco consiste ea ha- 
llar una 6 mas cosas desconocidas, en valores de las 
qiie se dan conocidas, todo el artificio de la análisis, 
cuando ya está planteado el problema, consiste en 
determinar á'qué cantidades conocidas es igual ó son 
iguales las incógnitas ; y las operaciones que se ejecu- 
tan para dejarla sola en un miembro, sin coeficiente, 
esponcnte, ní divisor, y con el signo positivo, se com- 
prenden bíjo el nombre de despejo de ¡as incógnitas, 

145 En el planteo de los problemas (142) se sue- 
len encontrar muchas dificultades, pnrque las condi- 
ciones á que han de satisfacer tas cantidades, están 
á veces tan intrincadas y enredosas, que nos parece 
imposible atinar con la operación á que deben condu- 
cir; lo cual no sucede así en el despejo de las inccíg- 
ritas, que está fundado en que si con cantidades igua- 
les se hacen operaciones iguales., ¡os resultados son 
iguales ; y adeuias hay una regla para saber ias ope- 
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raciones qoe se ban de hacer , que son las contrarias 
de las que estén indicadas con las cantidades que 
afectan á las incógnitas. 

Í46 En efecto, i." cuándo la iac<ígñita se halla 
sumada con otra cantidad , queda despejada pasan- 
do por via de resta al otro miembro lá cantidad que 
sumaba á la incógnita. V. g. si se tiene x~\-a^b^ 
quedará despejada la a; pasando el término -í-íl al otro 
miembro con el signo — , de este modo x=-b — a; 
porque siendo x-Ht=b, si de antbos miembros qoita- 
moB Ja a, será x-t-a — a=b — a ; pero en el primer miem- » 
bro -m y —a se destruyen, Juego quedará x=b — a. 

147 2.° Cuando uua cantidad afecta á la incdg- 
nita por via de resta, queda despejada po^aiifiío al otra 
miembro dicha cantidad por via de suma. Por ejem- 
plo , si se tiene x~a==:b , será x=b-Hi; 

porque si á amlws miembros de la ecuación añadimos 
una misma cantidad a , se tendrá x—-a-ha=bH^i 
y como —o y -+-a se destruyen , quedará x=b^. 

' Cor. De estos dos casos se deduce qae para pasar 
uu termino de un miembro á otro basta mudarle el 
sígno'f y que si al fin de un cálculo resulta la incóg- 
nita con el signo — , se podrá poner con el signo -+-, 
mudando los signqs á toda Iq ecuación ; porque esto 
equivale á trasladar los términos de un miembro 4 
otro; así, si tuviese ~x=^a—b podria poner x^b — a. 

148 3.° Cuando una cantidad multiplica á la in- 
ctjgnita , quedará esta despejada partiendo el otro 
miembro por lo que multiplica á la incógnita. V. g. 

b 
si se tiene ax=S , resultará x= — ; 
a 

porque si dividimos ambos miembros de dipba ecua- 

ax £ 
don por a, se tendrá — = — ; y como a arriba y a 
a a "g 

abajo se pueden suprimir (6í , 4."), quedará x= — . 
a 

149 4.'' Cuando una cantidad divide á la incdf- 
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jií^a, se deapeja esta multiplicando el otro miembro 
por /o que divide á la incógnita. Y. g. si se tiene 

— =fi , será x=^6; porque muIHplicaodo ainlxis 

" ax 

miembros de la ecaacioo por a, se tendrá — ^ab^ 

y suprimiendo en el primer miembro a arriba j 
abajo (6i , 4.") será x=ah, 

1 50 Al despejar una incdgnita nosiempre ae pre- 
^teotan ecuaciones tan sencillas como las qne bemoi 
considerado hasta ahora, sino que se bailan í na 
tiempo enlazadas con las inccígniUs las cantidades co- 
nocidas, por vía de suma^ resta, multiplicación y 
división ; y en este caso para despejarla , lo primero 
que se hace ea/>(iJ(i/'(i47cor.) al primer miembro to- 
dos los términos donde se halla la incógnita, y al se- 
gundo todos aquellos donde no se halla. Después se qui- 
tan todos los divisores de los términos donde hay in- 
cógnita, lo que se consigue multiplicando cada térmi- 
no por el producto de los divisores de los demas\ lúe- 
go, se descompondrá el primer miembro en dos /ae- 
res , sacando la incógnita fuera de un paréntesis , y 
encerrando dentro de ¿I lo que la multiplique; y fi- 
nalmente^ quedará despejada dividiendo el otro miem- 
bro por lo que multiplica á la incógnita^ que es lo 
que se halla dentro del paréntesis. 

Así, si quiero despejar la incógnita en esta ecua- 

ix Adx X 

áoa lie— a+-r-HMP= t-n , 

^ b 7 3<' 

primero pasara al primer miembro los términos 



7 3" 

dúles los signos, y tendré 

2x 4dx X 

3*H HJJB— ^ — =íi-Hi(A); 

■* fi 7 3<= 
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ahora quitara los divisores, multiplicando el ^x por. 
si¿c, producto de los divisores ¿,7 j 3c, de los de- 

masj el —- por 21c, producto de 7 y jcj el ax por 

4dx 
aibc, prodncto de £, 7 y 30; el — por 36c, pro- 

X ■■» ^ 

ducto de 6 y 3c} el — por 7Í, producto de 6 yde 7¡ 

todo el segundo miembro se multiplicara por aiícy 
producto de los divisores B, y y 3c, y se tendrá 
6;¡bcx-i-42cx-h2iab'cx~iabcdx-h';^bx=:(n-+a)2tbc. 

EstMfyasforoiaclon no uliera la ecuaciou (A), por- 
que eqoívale i multiplicar sus dos miembros por el 
producto 2ibc de todos los divisoresj pues en eJ ter- 
mino donde haya alguno, queda hecha la multiplica- 
ción con suprimirle (66 cor.) 

Ahora, sacando la x fuera de un paréntesis que 
contenga todo lo que la multiplica, se tendrá 

x{6¡bc-t-42c-f-2iabc~isbcd~h^b)=^n-i-a)iibc; 
y dividiendo por lo que multiplica á la inctjgnita, re- 

sultará x=—^ i ' i^ . 

63J5c-+-42e-f-3iaAc — libcd^'^b 

Cor. Be aquí se deduce que una cantidad que en 
un miembro se halla como factor puede pasar al otro 
por divisor^ y al contrario, toda cantidad que se ha- 
■ lia por divisor puede pasar por factor al otro miem-. 
bro; y que quitar los divisores de una ecuación equi- 
vale' á multiplicar sus dos miembros por el produelo 
de todos ellos. • 

151 Cuando la inctígiiita se halla elevada i po- 
tencias en una ecuación pura , se despeja estrayendo 
del otro miembro una raiz del mismo grado que el de 
la potencia. V. g. *¡ se tiene «"=0, 

quedará despejada la x poniendo x^V^¿; 
porque si estraemos de ambos miembros la rais n, serí 
H T.I. 
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n » n Jt n 

\/a;"=V'ft; pero V'^'^ye " :^'=a:, laego x^V^b. 

Si n es un niimero par, se deberá poner el signo ±¡ 
de macera qae si fuese x'^=a*, resultaría ar^io. 

] 52 Si se hallase la iDcdguita debajo de algún ra- 
dical, quedaria despejada eleoando el otro miembro á 
una patencia del mismo grado que el radical. V. g. 

n_ 
si se tuviese v'x^í resultaria x=£"; porque si ele- 

"- 
vamos á n los dos miembros de la ecuación ^x=h 

n_ 
resultará {%/«)"=(§ r35)a;=6". 

153 Cuando al plantear una cuestión nay tantas 
ecuaciones como inctígnitas, dicha cuestión es deter- 
minada (142)3 para despejar en este caso cada incóg- 
nita se pueden seguir tres métodos diferentes ; pero 
aquí sdlo esplicarémos el de sustitución. 

Este consiste en determinar en ¡a ecuación mas 
sencilla la incógnita mas sencilla, y sustituir su va- 
lor en las demás ; luego , en la ecuación mas sencilla 
que resulte, se determinará la incógnita mas sencilla^ 
y se sustituirá su valor en las demos; y asi se conti- 
nuará hasta que sólo se tenga una ecuación con una 
incógnita ; en cuyo caso se despejará; y sustituyendo 
su valor en los anteriores quedarán despejadas todas 
las incógnitas. 

Propongámonos despejar las ínctígnitas en este sis- 
" tema de ecuaciones (A). 

Para esto determinaré en (i') x~u-hZ^uty 
la J)riniera una cualquiera (s.) x-Hí — ¡5^ >(A) 
de ellas tal como la a:, y ten- (3-") x — u — x^c^ 
dré x=a^u — z. 

Sustituiré este valor de x en las dos de abaja y 
se convertirán en (B), ó simplificando en (C); 

a-hu—z—u—zzzc ^^ ' c^~iz=e j'> ■'' 
y como en la segunda de estas ecuaciones na bay mas 
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de la íncdgnitA x, la despejaré por lo dicho (150) y será 



Sostituyendo en vez de z su valor en la primera 
de las (C) , ó desde Juego en vez de — az su valor 
c — a , tendré; a-i-iu-i-c — a=:5 , ó 2m-i-c=£, 
que (150} da «^^(5— c). 

Sustituyendu estos valores de zy Aeu en el de «, 
será a;=£¡-(-H~s=íi-i-Jf5— c) — J(a — c); 
que, reduciendo el entero á la. especie del quebrada 
que lé acompaña, se c 



=i(»+í). 



Con lo cual quedan despejadas las tres inccígnitas, 
Üutendido esto, vamos á resolver algunas cuestiones. 
.154 i.^ Dada la suma y la diferencia de das 
cantidades^ hallar la mayor y la menor. 

Res. y Dem. Sea s la suma dada, y día diferen- 
cia j sea X la cantidad mayor que se pi- _ 
de , y z la menor , y el problema que- " ^. 
dará planteado en estas dos ecuaciones. 

Determinando z en la primera será z=s — x', 
cuyo valor sustituido en la segunda da 

x—s-i-xz=.d ó 2jc=í-wí; 
de donde (§ 148) a;='(í+á)=^+J(í; 
y sustituyendo e^tc valor en el de z, se tendrá 
5+d 2Í— í— rf s~d 3 ^ j 
2 s a a 2 ^ 

Cuyos resultados manifiestan que la cantidad ma- 
yor X es igual á la mitad de la suma , mas la mitad 
de la diferencia ; y la menor z á la mitad de la ju- 
. ma, menos la mitad de la diferencia. 

(*) Cuando tengamos cantidades divididas por 
jtúmeros , les pondremos antes el coeficiente quebrado 
que les corresponda , poniendo la cantidad dentro de 
paréntesis , ó rio^ según sea necesario. 
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Así, 8i se pidiese hallar la edad de an psdre f 
de un hijo, en el supuesto de que entre ambos tarie- 
sen 6o afíos, y el padre llevase á su hijo 20, diria; 
la mitad de 6o es 30; la mitad de so es 10; suman- 
do 30 y 10, será 40 la edad del padre, que es la ma- 
yor. Y para hallar la del hijo, que es la menor, diria: 
30 m^Dos 10 son 20 , que seria la edad del hijo; ca- 
yA dos cantidades son tales que 

40+20=60 y 40 — 20^20. 
155 3.^ Hallar tres números tales ^ que ai-del du- 
plo del primero se quitan los dos tercios de Ixu otroi 
dos 1 resulte ¿6; si del triplo del segundo se quitan ht 
^^ de los otros dos , resulte 48 ; y si del séptuplo del 
tercero se quitan lcU_ tres cuartas partes de los otras 
dos , resulte 39. 

Res. y Dem. Sean u , jc , z , los tres niJmeros que 
se piden, y el problema quedará planteado ea las tres 
ecuaciones (A), ó quitando los divisores en las (B). 
a«— |(*+je)~56> V 6u— 2a:— 2ii=:i687 

3«~/^i«-z)=48>(A) -^5"«-3"-5^=^8i6Vb) 
7JE— |(«+m)=39^ ¿28«— 3«— 3B=i56Í. 

Determinando x en la primera de las (B), se tiene 
x=^{6u — aje— a68)^3« — jc — 84; 
snstituyeado su valor en las otras dos , resulta 
5 i(3u— jí— 84>-5u— 52=8 1 6 \ 
28z-3(3«-z-84)-3«rzi56/ 
6 efectuando las operaciones tendremos 

i53«— 5'2— 4284— 31*— 52=8i6\ 
282-— 9ii+3z+a52— 3u:=i56 ^ 
que reduciendo y trasladando sale 

148U— 56z=8i6+4284=;5iool 
31R— i2«=i56~252=— 96 ^ 
6 dividiendo la primera de es-f^ju — I4«m275 
tas dos por 4 , resultará t3"^ — isií:3:~96. 

Despejando K en la i.' da «=^(371*—! 273), 
cuyo valor sustituido en la segunda da 

quitando el divisor será 

31(37"— "75>-í68tt=-i344j 
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haciendo la maltipncacioa indicada tendr^nioi 

1147U— 39535— 168«=:— 1344» 
Teduciendo y trasladando resultará 

979u=;~i344-t-395í5=:38i8i; 
y despajando u, da u=^^^^^=.^^, 

PoBiendo este valor de u ea el de z resulta 

*=ÁC37'*-"75)=TÍí(37><39-'475)= 
^(i443-iV5)=A>«'63='2i 
y sasti{i] yendo estos valores eo el de a:, darán 
jc=3U— a— 84-^3x39— 1 8—84=1 1 7—96=8 1 . 
Por coQsiguieiite los tres niitneros pedidos 50039, 
31 y 13; los cuales satisfacen á las condiciones ■4^1 
problema , como cualquiera puede comprobar. 

156 Las cuestiones suelen venir propuestas con 
adornos , como puede verse en estos dos ejemplos, 

1.** Supínese una sala adornada con tres estatuas, 
de Juno, Jiipiter y Febo, tales que las dos primeras 
pesan veinte minas {6 arrobas), y ia tercera que pesa 
Beifi, es igual á la cuarta parte de la primera, mas la 
tercera parte de ta segunda ; se quiere saber cuánto 
pesa cada ana, y se propone la cuestión en estos tér- 
minos. 

Juno y Jdpiter pesan veinte roiuas; 

Un cuarto del primero y un tercio del segundo 

Componen al Dios Febo, 

Que pesa seis, Lucero 

De la aurora serás si me adivinas 

Lo que pesa cada uno, 

Juno sin Jdpiter, Júpiter sin Juno, 

£ej. y hem. Llamando x las minas qne pesa Ju- 
co, Jiipiter pesará 20— a; (pues entre loa dos pesan 
so); y como J de Juno y ^ de Jdpiter componen seis, 
el problema estará planteado en esta ecuación 

\x-\-\{20 — x)!¿6, de donde (150) sale «¿=8, 
peso de Juno; el de Jdpiter será lu ; y la cuestión 
queda resuelta. 

i." Suptinesc o'n Léon de bronce, que arroja agua 
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por los ojos , por un pie y por la boca, y se sabe el 
tiempo en que cada cano solo llena el pilón de la 
fuente; se trata de saber el tiempo en que le llena- 
rán corriendo todos á la vez, y la cuestión se propo- 
ne en estos términos. 

El qae S\i\aÁn6 incendios en el Cielo-, 
y si me abrasa el Sol , abraso el mundo. 
Hoyen la tierra convertido en hielo, 
Por ojos, pies y boca, me difundo, 

Y coü néctar divino 

■ Refresco al fatigado peregrino. 
Este pilón de mármol esculpido, 
Qoe en pocos dias ha sido fabricado. 
En dos el primer ojo le ha llovido; 
Pero en tres el segundo le ha lloradoj 
En cnatro el pie le toca, 

Y le escupo en seis horas por la boca. 
Esto hace un caño Solo, 

¿Y todos juntos? Lo defina Apolo. 

¿Y combinados? Tií lo has de hacer solo. 

Res. y Dem. Sea í el tiempo que han de correr 

todos los caitos á la vez , para' llenar él pílon ,. que . 

llamaremos j) j y tendréqios que el primer ojo que 

llena el pilón en a dias, en i llenará ^j' 

el segundo ojo que le llenaba en 3 dias, 7 . 

en I llenará i --X *^*. 

el pie que le llenaiba en 4 días, en i llenará.. ¿^ 
la boca que le llenaba en $ horas ó \ de7 

dia,en 1 dia llenará .....S ^^* 

ahora, sabiendo ya lo que cada cafío llena en un dia, 
se sigue qoe corriendo el tiempo t todos juntos, ar- 
lojarán una cantidad de agua espresada por lo que i 
cada uno arroja en un dia multiplíoado por el tiem- 
po; esto es, el primer ojo, en t dias ó tiempo , arro- , 
jará ^pt ; el segundo , ^pí ;.el pie, \pt; y la boca 
4pí; y como toda el agria que han de arrojar en el 
tiempo t , se quiere que sdlo sea la del pilón ^ ,- se 
tendrá la CQuacion ¿pí+3fiX-t^n-4pí=:j)i 
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que dividiéndola toda por p, será ^í+5í'+¿í+4í=ij 
y multiplicándola toda por is , se convertirá ea 

6/+4í-(-3í+48í=i2 , ó Olíais; 
de doDde sale t=^ de dia =(§ 83) 4 horaa, 43 mi- 
nutos y i6,7.segundo3, 

Esc. £1 liltimo rengloQ da orfjen ¿ diez solucio- 
nes mas, que corresponden á averiguar el tiempo 
que tardarán los dos ojos solos , el primer ojo y el 
pie &'c. como se ve en las respuestas siguientes. 

j.' Los dos' ojos le IleuaTin en i dia, 4 horas y 
48 minutas. 

2.^ El primer ojo y el pie le llenarán en i dia j 

8 botas. 

3.' £1 primer ojo y la boca le llenarán en 5 ho- 
ras y so minutos. 

4.^ El segundo ojo y el pie le llenarán en i dia, 
17 horas, 8 minutos, 34,3 segundas. 

5." El segundo ojo y la boca le llenarán en 5 
horas, 33 minutos, i8,¿ segundos. 

6.' £1 pie y la boca le llenarán en 5 horas, 38 
minutos , 49,4 segundos, 

7.* Los dos ojos y el pie le llenarán en 22 horas, 

9 minutos, 13,8 segundos. 

8.* Los dos ojos y la boca le llenarán en 4 ho- 
xas, 57 minutos, 55,9 segundos. 

9.' El primer ojo, el pie y la boca, le llenarán 
en 5 horas, 3 minutos, 9,5 segundos. 

10.' El segundo ojo , el pie y la baca , le llena- 
rán en j horas, 14 minutos, 10,9 segundos. 

De la elevación al cuadrado de los polinomios , y es- 
tracción de la raíz cuadrada de las cantidades- 
numéricas. 

157 Queda dicho {ra?) que cuadrado es el pro- 
ducto de una cantidad por ella misma; así, multi- 
plicando a-t-b por a+b, se tendrá el cuadrado de o-f-A, 
cooto se re en la página siguiente: 
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(a+by^={a-hb)(a-¥-b)=xt'-hab-i-ab-i-b^=a'-htiah-i-b'(A) 
que quiere decir que el cuadrado de una cantidad 
que se compone de dos partes ■, consta de tres , i sa- 
ber ! 4e cuadrado de primera parte (esto es lo que 
'dice a') i de duplo de primera por segunda (esto es 
lo que dice za/t); y de cuadrado de seguida (que es 
lo que espresa ¿*). 

Toda espresion que como la anterior suministra 
una regla práctica, se llama fórmula ; de manera que 
fórüiula es una espresion analítica en que está cifrado 
él modo de ejecutar una operación, 6 alguna propie- 
dad de una cantidad. 

Sí la segunda parte del binomio taviera el sigao 

negativo — , resultaría . ' 

(o— A)*— (a— ¿)(íi— ¿)=w"— di— o6-i-¿'=a*~2aZH-6*, 

y sdlo habría que enmendar en la regla, el dear m¿' 

"- nos el duplo de primera por segurfda ; de modo que 

Muniendo los dos resultados, será 

(a±6)*=íl"±20ÍH-A*. 

158 Esto supuesto, la fórmula 
(a+b)'^a^-hBa¡M-b'^, 
sirve para elevar al cuadrado cualquier polinomio tal 
como a-f-b-t-c-*'d ; donde observaré que tomando por 
primera parte ia a, y lo demás por segunda, el cua- 
drado se compondrá de las tres partes que acabamos 
de decir. El formar el cuadrado de a y loniar el da-, 
pío de a ó 3a por lo que sigue, nada tiene que hacer; 
después , para formar el cuadrado de la segunda 
S-i-c-HÍ, se tomará b por primera parte y la dema» 
por segunda &c. &c. , y continuando la misma obser-. 
vacion , estableceréaios la siguiente regla para ele- 
var a] cuadrado un pulíuomio: cuádrese el primer 
término ; multipliqúese el duplo del primer término 
por todos los que siguen ; cuádrese después el segun- 
,doi multipliqúese su duplo por todos los que le si- 
ffteif ; cuádrese el tercero , y continúese lo mismo 
hasta cuadrar el último término. AsC, aplicándola 
al polinomio dicho tendré (a-Hfi-t-o+-tí)*= 
o"-Haa¿-t-zac+aaá-t-¿^-+-2¿c-i-£¿íi-(-e'-í-2CíÍ+tÍ* (B). 
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159 IJoa cuadrados de lus niimeros dfjitos estáa 
en la tabla de multiplicar, pues t^^ixi=i; 

a^=:axa=4; 3'=3X3=9 ; 4=^:4x4=16} 
5*=:5X5=:z5i ó'^óxó— 36; 7*^7x7=49} 
8^=8x8=64; 9='=9X9— 81. 
Estos es necesario saberlos de memoria, para en- 
contrar sus raices y. las de los niSmenis intermedios; 
de modo que lits priiicipifliites se deben i'aniUiarizar 
uiijcho con este lenguaje ; la raíz de "¿^ es ^y no so- 
bra tidda i la raíz de 38 eí 6 y sobran s ; Éi^e. 

Ahora, sí el número e^ compuesto, se descompon- 
drá üieiiipre en decenas y unidades ; así, si quiero 
elevar 38 al cuadrado, le descompondré en dichas 
paites , y será 38:^30-1-8; 

y supoiiieuiio 30— a y 8—6, tendré por medio de la 
fórmula (A) que 38^^(30-4-8j*=30*-t-2X30x8+8'^r:2 
9oo-í-4¡Jo-i-64=i 444; 

düude advierto que el cuadrado de todo ndmero que 
le compone de decenas y unidades, consta de tres 
partes': de cuadrado de dtcenas, de duplo de decenas 
por unidades, y de cuadrado de unidades. 

160 Formemos ahora los cuadrados siguientes. 

9"=8i X99''=98oi J 999'=998°o' X 
Y observando las cifras que tieuen los números y" 
sus cuadrados, veo que el menor número i de una ci- 
fra tiene una en su cuadrado, y el mayor 9 tiene dos; 
el menor número 10 de dos cifras tiene tres en su cua- 
drado 100, y el mayor 99 tiene cuatro; y en general 
íoáo numero de n cifras tiene en su cuadrado lo mat 
eí duplo ó sn, y lo menos el duplo menos una 6 sn — i. 

161 Recíprocamente , todo número de una tí dos 
cifras tiene su raíz espresada por una ; todo número 
de tres á cuatro cifras tiene dos en su raíz; y en ge- 
neral iodo número de un número par an de cifras 
tiene en su raíz la mitad a ; y todo número de un nú- 
mero impar sn—i de cifras^ tiene en su raiz la mi- _ 
'a<í y i mas , esto es, ¿(an— j)+^:=|n— ¿-t-^^n. 
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163 Aplicando la fórmula (B) al niimero 678, 
eerá íi=:^oo, £±:70, c=8 , y <i=:o, y 
678'^6oo-f-7o-i-8)^=6oo*+2x6ooX7cH-2x6oox8+ 
7o'-F-ax70x8-t-8*=36coocM-84ooo+96oo+49oo-i- 
iiao+64;=459684¡ 

donde observo que el cuadrado de las centenas espre- 
sa decenas de millar; el duplo de centenas por dece- 
nas espresa millares, &c; luego para proceder del 
cuadrado á la raíz, hemos de buscar cada parte del 
cuadrado cu el lugar que le corresponde. Asf , se es- 
tablecerá por regla. 

Divídase el número propuesto en periodos de á 
dos guarismos , empezando por la derecha , y no le 
hace que el último periodo contenga sólo un guarismo; 
á su derecha se colocan las rayas de dividir ; se ha- 
lla la raiz del periodo de la izquierda , y se pone en 
las rayas ; esta raiz se cuadra, y el cuadrado se res- 
ta de dicho periodo; al lado de la resta se baja el pe- 
riodo siguiente, y se separa coa una coma el guaris- 
mo de la derecha ; lo que queda á la izquierda de la 
coma se divide por el duplo de la raiz hallada (que 
se coloca debajo de lo separado con la coma); et co- 
ciente que resulta se pone en la raiz á la derecha dA 
guarismo anterior , y al lado del duplo de la rain 
que sirvió de divisor; se multiplica el divisor junto 
con el cociente , por el mismo cociente , y el produc- 
to se resta de lo que tiene encima , esto es, del resi- 
duo anterior ^ junto con el periodo que se le añadió^ 
al lado de la resta que resulte, se baja et periodo ^si- 
guiente , y se separa el guarismo de la derecha ; la 
que queda á la izquierda se divide por el duplo de to- 
da la raiz hallada; y así se continúa hasta que na 
haya mas periodos que bajar; en cuyo caso, si ¡a úl- 
tima resta es cero, el número tiene rain exacta; y 
sino , es señal de que no la tiene. Para aproximarla 
por decimales se añadirán á la resta dos ceros , ios 
que se considerarán como si fuese un periodo; esto es, 
se separará uno, se dividiré lo que quede á la iz- 
quierda por el duplo de toda ¡a raiz hallada, el co- 
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cíente se pondrd en la raíz después de la cama ; y 
luego se continuará todo lo que se quiera, añadiendo 
dos ceros por cada guarismo que se intente sacar. 

V.g. Eiijuieroestraer la raiz cuadrada de 459684, 
le dividiré en periodos de á dos guarismos cada udo, 
y tiraré las raj'as como aquí se ve: 

Luego, veré que la raiz de 
45 es 6, que pongo en las ra- 45,96,84 I 
yas , y su cuadrado 36 debajo 3 6 
del 45; tiro una raya y resto, ■ 
lo que da g. Al lado de la resla 
9 bajo el siguiente periodo 96; 
separo el guarismo de la dere- 
cha con una coma, y loque 
qaeda á la izquierda que es 99, 
la divido por is , duplo de la 
raiz hallada, que pongo deba- 
jo del 99, esto es, debajo de lo 
separado con la coma; el cociente 7 de dividir 99 
por la, le pobgo en la raiza la derecha del 6, y tam- 
hien al lado del 12; multiplico el 127 por el cocien-' 
te 7 , y voy restando el producto de lo que tiene en- 
cima, diciendo : 7 por 7 son 49, de 49 á 56 van 7 y 
llevo 5; 7 por 3 8011.14, y 5 ^ue llevaba don 19, de 
19 á 19 va cero y llevo íj 7 por r es 7, y i que lle- 
vaba son 8, de 8 j[ 9 va i que pongo. Al lado de la 
resta 107, bajo el periodo siguiente '84 , separo el 
guarismo 4 , y lo que queda á la izquierda lo divido 
por el duplo de toda la raiz bailada que es 134; el 
cociente 8 de dividir 1078 por 134, le pongo en I09 
parajes dichos; y hecha la multiplicación del 1348 
por 8, y restando al mismo tiempo, nos sale o; de con- 
siguiente la raiz esacta del niímero propuesta es 678. 
Esc. AI dividir lo separado á la izquierda de 1» 
coma por el duplo de la raiz hallada, se debe tener 
presente: que nunca se puede poner mas de á ^ en la 
raiz ; y si lo que está á la izquierda es menor que el 
duplo de la raiz , se pondrá o en ella y se bajaré el 
periodo siguiente. También suele ocurrir el que se 
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poagB en U nix mas d« lo qae corresponde : lo qtie 
•e conoce si al ejecutar U multiplicacioa y resta, no 
■e paede bacer eata liltima. 
. 163 Si eo la fórmula (A) hacemos í=i, se tendrá 

(«■4-1 )*=a*-+-aax i-f-i *=o*-4-ao-n } 
j como el primer término a^ es el cuadrado de a, re- 
sulta que loa cuadradot de dos números a y a-Hi que 
tt difereaoiaa en una unidad^ se diferencian en el 
duplo del menor a mas la unidad, {esto es, en aa+i). 
Esta proposición sirre para comprobar las restas que 
resnlten al estraer las raices, pues siempre pueden 
llegar í ser hasta el duplo de la raíz hallada; pero ea 
llegando í ser el duplo mas uno, deberá tener la raíz 
ona unidad mas de lo que se le haya puesto. 

164 Para cstraer la raiz cuadrada de. 1715037, 
le dividiré en periodos, y ejecutaré la operación co- 
mo aquí'se presenta. 

Donde advierto que 1,7 1,50,37 | 1309,594 
como al sacar el tercer 07,1 I ' 

gnarismo sale o, el pro- 13 [ 

ducto del a6o por cero , ^ 

debe ser cero; y asf, Ja ^ g q 

reata será el 250, al la- 

do de la cual bajo el pe- 
riodo siguiente 37; y co- 
mo al fia me sale uu* 
resta 1556, infiero que 
el niimero propuesto no 
tiene raíz exacta , y di- 
ré que su raiz es 1309 
y algo mas. 

Si quiero aprosímar- 
la por decimales, pon- 
dré coma en la rais, aña- 
diré á la reata i55<^ dos ceros por cada guarismo de-- 
cimal que quierji sacar, y consideraré cada dos ce- 
roa , como si fuese un periodo, (cuya práctica está 
fundada en que si la raiz tuviese un guarismo de- 
cimal , su cuadrado tendrá dos , uno por cada vez 
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qae es factor), j aproximándola hasta mil^ima»^ ten- 
dré la raiz 1309,594. 

Si el niimeco consta de enteros y decimalfs, 6 de 
decimales solas, se hará que el número de guarismos 
decimales sea par, añadiendo un cero si futse impar. 
V. g. sí quiero estraer la raiz cuadrada de 0,9, aña- 
diré un cero, y después de haber puesto el cero y co- 
ma en las* rajase, como aquí sq presenta; 
veré que la raíz de 90 es 9 que 
pongo en la raíz, resto su cua- 
drado 81 , y adado i la resta 
9 dos ceros ;■ / continiio basta 
sacar los guarismos que desee^ 
que supongo que son tres , y 
tendré que la raíz de 0,9 ea 
o,943' 

165 Dejamos dicho (ia8) 
C(fmo se forman las potencias, 
y (1S9) ntimo se estraen las raíces de los quebrados; 
pero cuando son numéricos, suele ser mas sencillo el 
convertirlos en decimales, y luego hacer con ellos la» 
operaciones que se quieran. Así , si quiero estraer U / 
raíz de ^, teqdré por el primer método 

' 5 \/5 2,336 
—=—;=— —-=0,845; 

s sencillo de este modo 




1/] 



V'f=V^ 0,714885=0,845, 
como se puede comprobar. 

De la formación de la* po,encias en general. 

166 Hemos dicho (127) lo que se entiende por 
potencia en general; y hemos dado las reglas para 
formar las de los monomios. Para formar las de los 
binomios , y deducir una regla general , sea a-hb el 
binomio cuyas potencias se quieren formar: que yéa- 
dole multiplicando por sf mismo, y leduciendo dará 
las potencias siguientes. 
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1." (a+i)'=a -hb 

3,* (a-(-A)3=:(j3-t-3o*A-f- 3016" -t-í3 
4.' ((H-A)-+=;o*-4-4a3A-f. 6íi*i"-f- 4a fc3-+-Í* 
5." (a+j6)^;=a?-+-5a^¿+iOíi36*-+-ioa*¿3-(-5aM-+-Í*. 
Donde se observa (5.* por ejetaplo) que la prime- 
ra parte a del binomio, se halla en todos los términos 
menos el dltimo, qne su esponente en el primero es 
el mismo 5 de la potencia, y va menguando una ani- 
dad encada ano hasta no encontrarse en el liltimo^que 
Id segunda parte ¿ del binomio no se halla en el pri- 
mer término} en el segundo tiene la unidad por espo- 
nente,y va Bumentándola en cada término hasta que en 
el líltimo tiene el mismo esponente 5 de la potencia. 
Luego en punto i letras y esponcnles está cono- 
cida la ley qae siguen. Veamos los coeficientes: el 5 
del segundo término es el esponente de la potencia} 

el coeficiente to del tercero es lo mismo que — ; 

s 

pero 5 es el coeficiente del segundo término, 4 el es- 
ponente que llera en éí la primera parte , y 3 divi- 
sor, es lo mismo que el ndmero de términos que hay 
¿ntes del tercero que ^e busca. Esto mismo se veri- 
fica en los demás; luego para hallar el coeficiente de 
un término cualquiera, -^e multiplicará el del térmi- 
no anterior por el esponente que en él lleve la pri- 
mera parte , y el producto se partirá por el número 
de términos que anteceden al que se busca. 

Sí la segunda parte b del binomio fuese negati- - 
va, variarían de signo los términos en que se hallase 
b con esponente impar, que son los que ocupan lu- 
gares pares en la potencia ; por lo que seria — el 
signo del segundo término , + él del tercero , ■ — el 
del cuarto , y así alternativamente. 

Esc. Todos estos resultados puestos en regla da- 
rían i conocer las partes de que se compone cada po- 
tencia ; y con t rayéndolos á ndmeros descompuestos 
en decenas y unidades , darían igualmente á conocer 
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laí partes de que se componían sus potencias, y qué 
especie de unidades espresaba cada una de dichas 
partes , para poder proceder de la potencia á la raiz, 
y deducir una regla para estraer raices de un grado 
cualquiera. Pero conio desde la raiz ciibica en ade- 
lante son Tovy complicadas las operaciones, y por otra 
parte hay medios sencillos de ejecutarlo , lo reser- 
vamos para otro lugar. , 

De las ecuaciones determinadas de segundo grado, 

167 Queda dicho (143) lo que se entiende por 
ecuación de segundo grado, y quedan resueltas (151) 
las puras. Para resolver las mistas, es necesario ma- 
nifestar que toda ecuación mista de segundo grado ka 
de constar de tres términos : uno en que se halle la 
inciígnita elevada al cuadrado , otro en que se halle 
elevada á la primera potencia , y otro donde no se 
halle incógnita; de modo que la espresioo general 
de las ecuaciones de segundo grado será 
ax'-t-bx:=c , ó ax'-hbx — e=o (A). 

No puede haber mas términos, porque no puede 
hallarse ninguno con la incdgnita elevada á la ter- 
cera potencia, ni á ninguna otra superior; si hubiese 
muchos ttfrminos donde se hallase x^ ó la x, se redu- 
cirían todos á uuo encerrando en un paréntesis todo 
lo que las multiplicase ; y todos los términos donde 
no se hallase la x se podrian considerar como uno solo. 

Tampoco puede tener menos términos ; porque si 
faltase el ax^ no seria de segundo grado ; si faltase 
el bx no seria mista; y sí faltase el término constan- 
te e, quedaría reducida á ax'+;&x=:o, 
que dividiendo por x se convertirá en ax-i-b=o, 
que es de primer grado. 

¿hora , dividiendo por a, la ecuación (A) se con- 

vertirá en x*-i — x =oj 



y haciendo — ==p, y • =g, será x*-i-px+g=o (B), 
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que será la fórmula general de las ecuaciones de se- 
gundo grado; cuando la ecuación está bajo esta for< 
nía, se dice que está preparada- Para esto se requie- 
re que se haya reducido ia ecuación Á solos tres tér- 
minos; que se halle sin coeficiente el prim» término, 
que es donde la incfígnita está elevada al cuadrado, 
fio que se consigue dividiendo toda la ecuación por 
el coeficiente que tenga dicho término); y que ade- 
mas dicho primer término tenga el signo positivo, lo 
que se conseguirá mudando los signas á toda la ecua- 
ción (147 cor.) en caso de do tenerle. 
160 Puesto que como acahamos de ver 
x*-+-px-hq=^o tí x^-hpx^ — q, 
' ti la forma general de las ecuaciones de 2.° grado, 
en resolviendo esta, se tendrá la regla para las demás. 

Para esto advertimos que esta ecuación quedaría 
resuelta , si el primer miembro fuese un cuadrada 
esactu, porque estrayendo la raiz cuadrada, tendríamos 
la X elevada sdlo á la primera potincla; pero compa- 
rando el primer miembro con la esprpsion x'-f-aax-t-a* 
del cuadrado de x-ni, vemos que le falta el tercer tér- 
mino del cuadrado; luego considerando á x como pri- 
mera parte, x será su cuadrado, px el duplo de prime- 
ra por segunda ; y como x es la primera , p será el 
duplo de la segunda, y por lo mismo su mitad ^ 
será igual á dicha seguáda parte; luego si á ambos 
miembros añadimos ^% que es el cuadrado de dicha 
mitad, la ecuación na se alterará, y el primer miem- 
iito será cuadrado perfecto; luego se tendrá 

flr*-+-;7j;-+-^*=^*— g; 
que estrayendo la raíz cuadrada da 

a;-i-5p=±\/^"— g, y :»=— JpdrV'^p*— g (C). . 

Este resultado comparado con la ecuación (B,i 6^) 
da la siguiente regla. 

Para resolver una ecuación de 2° grada que ya 
está preparada, póngase desde luego ¡a incógnita; lue- 
go el signo^^i después de este signo la mitad del coe- 
rciente del segundo térmiao con un signo contrario al 
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que ílevei después el signo de ambigüedad ± ; luego 
un radical de segundo grado j debajo de este radical^ 
el cuadrado de la mitad del coeficiente del segundo 
termino , siempre con el signo positivo ; y después el 
tercer termina de la ecuación con el mismo signo que 
tenga en el segundo miembro^ 6 coft un signo opues- 
to al que tenga en el primero. 

Sacando los dos valares que da el sigDo d: de la 
ecuación (C) se tiene 

x^—y-W^p'^—q, y «=-4p-VÍp*-s(. 

Estos dos valores no pueden ser iguales, i m^nos 
quep no sea cero; porque entcínces ei priniero seri 

xz=.\^—q^ y el segundo «=:— V'— J, ' 
que stílo sediferencian en el signo. Pero cuando /]=;o, 
Ik ecuación (B) es pura ; luego para que los dos valo- 
ree que da una ecuación de segundo grado sean igua- 
les, aunque de signo contrario, es preciso que dicha 
ecuación sea pura, ó que el coeficiente del segundo 
término sea cero/ 

Esc. Toda ecuación de segundo grado da dos va- 
lores para la incdgnita, ó ha de ser imaginaria; por' 
analogía se deduce, que si fuera de teVcer grado ten- 
dría tres valores &c, y en general toda ecuación, y por 
consiguiente todo radical, de un grado cualquiera, da 
para la incógnita tantos valores como unidades tiene 
el espenente que da nombre á la ecuación ó al radical. 

169 Propongámonos resolver algunas coeslioues. 

iX Dos correos A y B, salen al mismo tiempo al 
«TKueMrouno de otro, de dos ciudades dictantes en- 
tre sí 3 ao leguas } A anda cada dia 8 leguas mas que 
B, y el número de dios que tardan en encontrarse es^ 
la mitad de las leguas que anda B al dia ¿ cuántos 
días tardarán en encontrarse ? 

Res. y Dem. Sea x el niímero de dias que se pi- 
den; con lo cual zx serán las leguas que B anda al 
dia ; y el total de leguas que habrá audado B basta 
encontrar á A, serií 2xy.x-=2x^. 

Siendo sx lo que anda B, A que anda 8 legaas. 
I T.I. 
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mas, andará sx-i-8 , y el total basta encontrarse 8er& 
el producto de lo que anda en ua día, que es ax-+Sy 
por loa días que está caminando que son x , esto es 
(ax-t-8)x=:2*'+8». 
Y cozno lo que anduvieroa los dos es toda la dis- 
tancia de las dos ciudades,Ee tendrá plaoteado el pro- 
blema en esta ecuación 

2a;*-t-8aH-2a;*:=320, ó 4a;'-H8a;:=320j 
y dividiendo por 4 será a*-Hía:^8o, 
que da ic=^l±V'j+to=-i±V'a7=-l±9; 
'de donde sale a;— —1+9^8, ó xzz — 1-=-9:= — 10, 
por consiguiente se encontraron al cal>a de ocho dias; 
B andaba 16 leguas diarias , y A andaba 24; el total 
de A hasta encontrarse, será 24x8=192, y el de B 
será i6x3;=ia8, que éntrelas dos componen las 320. 
Él valor a:::^— 1 o satisface á la ecuación 4fl:^-+-8a:^=3 20J 
pues la convierte en 

4x{^io)"+8x— 10^4x100— 80=320; 
más no al sentido en que viene propuesta la cuestión. 

2.' Dividir el número 14 en dos partes cuyo pro- 
ducto sea 54. 

Res. y Dem. Sea x la mayor, con lo que la menor 
será 14 — X ; y la cuestión quedará planteada en esta 
ecuación jí:(i4— a;):354 tí 141— a;*=54 tí 

ar"— 14*=— 54» que da a;=7±\/49— 54==7±v— 5- 
170 Este resultado imaginario manifiesta que I4 
cuestión es imposible ; y como generalmente al enun- 
ciar un problema, tí al proponerse uno una investiga- 
ción cualquiera, no se conocen todas las relaciones de 
los datos con el resultado, la imposibilidad de este 
manifiesta que la proposición enunciada está en con- 
tradicción con aJguna verdad demostrada j y hé aquí 
la utilidad de las imaginaiias. 

En efecto , en el proble^ia propuesto, se pide que 
el producto de las dos partes del niimero 14 sea 54, 
que es mayor que el cuadrado 49 de la mitad de 14; 
pero el producto máximo de un número descompuesto 
tn dos partes^ es el cuadrado de su mitadi luego. pe- 
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dir nn prodacto mayor, ee pedirán impogible. 

Para demostrarlo , sea za la cantidad que se ha de 
descomponer en das partes, con la condición de que 
su producto sea el máximo posible; si llamamos ex la 
diferencia de dichas dos partes, estas (154) serán o-t-x 
y a — *, y su producto (a-i-x)(a — x)=a'~x', 
el cual nunca será mayor que cuando x=0} pues en> 
tónces no habrá que restar nada del cuadrado a'¡ pero 
si X es o, cada parte de la cantidad aa se convierte 
en a que es su mitad j luego resulta la proposición. 

De las razones y proporciones. 

i^i Se llama razón la comparación de dos canti* 
dades; la cantidad que se compara se llama anteceden' 

íe; aquella con que se compara, consecuente i los dos 
juntos se llaman términos de la razan; y lo que re- 
sulta se llama esponente de la razón ó simplemente ra- 
soo. Si el antecedente es igual ai coosecuente, se llama 
razón de igualdad; si el antecedente es mayor que el 
consecuente, se llama de mayor desigualdad-^ y si me- 
nor, de menor desigualdad. 

Con dos miras diferentes se pueden comparar dos 
cantidades : ó para averiguar la diferencia que hay en- 
tre ellas, que se llama razón aritmética, ó para ave- 
riguar las veces que la una contiene & la otra , que S9 
Uama razón geométrica. 

La razoa aritmética se señala poniendo el antece- 
dente , después un puuto, y luego ci consecuente; la 
geométrica poniendo dos puntos entre el antecedente 
y el consecuente, V. g. la razón aritmética entre 7 y 3i 
se escribe 7.3, y se lee : 7 es aritméticamente a 3 ; la 
razón geométrica entre is y 4 se señala 1214, y'se lee 
12 es geométricamente d ^'¡ ($ por ser estas razones las 
que ocurren con mas frecuencia, se leen omitiendo la 
palabra geométricamente de este modo ; 12 es á ^. 

Para hallar la razón aritmética se resta el conse~ 
cuente del antecedente; v. g, la de 7 á 3 será 7— 3^:4. 
Para.hallar la geométrica se divide el antecedente por 
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el consecuente; v. g. la de' 12 á 4 será 12:4 ((^1=3. 
Dunde observamos que aunque con distinto lenguaje^, 
ToivemOB á las operaciones de restar y dividir; J que 
el punto puesto entre los términos de la razón aritmé- 
tica equivale al signo — de la operación de restar. 

Cor. De esto y de lo dicho (6 r, s." y 4.°) se sigue 
que á una razón aritmética le sucede lo mismo que al 
antecedente, y lo contrario que al consecuente; y por lo 
mismo Sí je tienen dos razones con un mismo antece- 
dente, aquella será mayor que tenga menor consecuen- 
te , y viceversa ; y si tienen un mismo consecuente^ 
aquella será mayor ó menor , que tenga mayor ó me- 
nor antecedente; y una razón aritmética no se altera 
aunque á sus dos términos se les añada ó quite una 
misma cantidad. A la geométrica- le sucede lo mismos 
y no se alterará aun citando se multipliquen ó parlan 
tus dos términos por una misma cantidad. 
■ 172 Cuando de dos razones de una misma espe- 
cie, la una tiene por. antecedente lo que la otra por con- 
secuente, se dice que la una es inversa de la otra ; asf, 
3.7 es inversa de la 7.3; y en efecto se tiene 3— 7=— 4, 
que es lo contrario de 7 — 3=4. 
También 4:12 es razón geométHcJa inversa de la 12:4; 
pues 4:is~-^j=:J, ?s lo contrario de 12:4—^^=3=4. 
- 173 Proporción es ia igualdad de dos razones de 
una misma especie ; así , proporciou aritmética es la 
igualdad de dos razones aritméticas ; y proporción 
geométrica la igualdad dedos razones geométricas. 

Para escribir una porporcion aritmética se pone 
una razón á continuación de otra , separáudoJas con 
dos puntos; y para escribir una geométrica se ponen 
cuatro puntos entre las dos razones. Para leerlas se 
lee cada razón separadamente, y cuando se llega A 
los dos puntos en la aritmética , d á los cuatro en la ' 
geométrica , se lee como. £n toda proporción entran 
cuatro términos, de los cuales el primero y tercero 
■e llaman antecedentes, y el segundo y cuarto conse~ 
cuentes ; el primero y cuarto eslremoSf y el segundo 
y tercero medios. 
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174 Para escribir proporciones aritméticas con la- 
cilidad, se pondrán dos cantidades cualesquiera, sepa^ 
radas entre sí con un punto, para que formen la pri- 
mera razón ; después se pondrán dos puntos, y luego 
á las dos cantidades primitivas se les añadirá (ó qui- 
tará) una misma cantidad; y se pondrán estos dos nú- 
meros después de los dos puntos, separados entre sí 
con un punto, los cuales formarán la segunda razon^ 
pues en este caso Jas dos razones son iguales (i^icor.). 

Para formar una proporción, geométrica, se escri- 
birán dos cantidades cualesquiera, separadas con dos 
punios, para que formen la pri^ipra razón ; luego, se 
pondrán los cuatro puntos, y después por segunda ra- 
zón lo que resulte de multiplicar [ó dividir) /lor una 
misma cantidad los dos términos ,de.la primera; por- 
que en este caso también serán igisles las. dos razo- 
nes (171 cor.). 

Asf, si quiero escríhir una proporción arltm^iiea, 
|)Ondré dos cantidades cualesquiera 7 y 5, separadas 
con un punto3 luego, pondré los dos puntos, y aña- 
diré á las anteriores una miama cantidad, v. ^. .6, y 
tendré 7.5:13.11 , que ieeria diciendo: 7 es.aritmé- 
ticamente á 5 como 13 ó 11. ., 

Si quiero escribir una proporción 'geométrica, es- 
cribiré dos cantidades cualesquiera v, g. 8 y 5, para 
que formen la primera razonj iJespuís de puestos lo» 
cuatro puntos multiplicaré ambasxantidadesfiorotca. 
cualquiera, tal como 3 , y tendré la -proporción 

8:5-24:15, 
qtie leeré diciendo : 8 es á ^ como a 4 á 15. 
. 175 Guando los medios de una proporción son di- 
ferentes, como en las anteriores , las proporciones se 
llaman discretas; y cuando son iguales los.medios, Is 
proporción se llama continua. Así, para formar un^ ' 
proporción continua aritmética, se pondrá por tercer 
término el segundo, y paraponer el cuarto se añadirá 
al tercero lo que el segundo llevalla al primero (ó se 
le quitará'lo que el primero llevaba al segundo), v.g. 
para escribir uaa proporción aritmética continua, yuní- 

\ 
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dré por primera razón cualquiera 5.9; después del 9 
pondré los dos puntos , luego el mismo 9, y después 
de un pucto, lo que resulta de atíadir 4 al 9, y ten- 
dré la proporción 5.9:9.13. 

La proporción aritmética continua se escribe de 
un modo abreviado , poniendo antea este signo ^, 
después el primer término, luego el medio, y después 
el otro estremo separándolos con un punto; de manera 
que la anterjor se escribe -í-5.9.13. 

Donde el signo -=- puesto antes, da i conocer qne 
B€ ha de repelir el segundo término, y se lee: 5 es 
aritméticamente á g es á 13. 

Para formar una proporción geométrica continua, 
te escribirá un numero cualquiera, después se pondrá 
por segundo término y por tercero un múltiplo cual- 
quiera de este número; y luego para el cuarto se to- 
ma el mismo múltiplo del múltiplo anterior. V. g. 
pondré primero ün número cualquiera 5, después un 
máltipio cualquiera de este, tai como 15, y este será 
el que represeute los medios ; para hallar el otro es- 
tremo, tomaré el mismo miiltiplo de 15, esto es, el 
triplo, y tendré 5:J5:;i5:45 tí ■H-5:r5:45- 

Donde el signo ^ puesto antes, indica que se ha 
de repetir el a." término, y se lee: $es ái^es á 45. 

ij'6 En toda proporción aritmética discreta la 
suma de los estfemos es igual d la de tos medios ; y 
al duplo del término medio en la continua. 

Espl. Sean las proporciones 10.7:17.14,-4-8.11.14; 
digo que en Ja primera será 10+14^7-^17, 
y en la segunda 8-1-14=2x11. 

Dem. í ." Como proporción es igualdad de razo- 
nes, la primera dará 10 — 7^17 — '4; 
y trasladando (147 cor.) las cantidades negativas al 
miembro opuesto del ea que se hallan, será / 
10-^14^17-^7, que era L. i.° Q. D. D. 
s." La segunda proporción puesta con esteosion, 
será 8.11:11.14; l'Jfi ^da 8 — i it=ii — 14; 
y trasladando como antes, será 8-M4=ii-4<ii=i2Xiit 
i^ueeraL. a.°Q. D. D. 
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Esc. Sean en general las dos proporciones a. 6:c.fj 
y 'i~a.b,e¡ y discurriendo del mismo modo que antes, 
dará Ja primera o— ¿=c— d, y trasladando (147 cor.) 
será a-hd:=C'hb (A). , 

La segunda nos dará a—b=:b—c, 
y trasladando será a-+c=b-hb=ab (B), 
que manifiestan la propusicion con toda generalidad. 

177 Si en la ecuación (A) a+d— 6-H?, despejamos 
la d, se tendrá d=zb~H: — a; ' 

que quiere decir, que dados los tres primeros térmi^ 
nos a, b, c, de una proporción, se hallará el cuarto d 
turnando el segundo con el tercero, y restando el pri- 
mero. Así, jacios los tres términos 9, 25 y 3a , para 
hallar el cuarto, que llamara x, haré 

a;=s 5-1-32— 9=^48, 
cuya operación y proporción se practican de este 
modo: 9.25;32.a:^a5-(-32 — 9^48.' 

Esc. Despejando las demás letras se tendrá 
a=b-t^ — d , b=a-+d — c , c=«-i-íi — b, 
y cada una dará una regla para hallar el primero, el 
segundo, el tercero términos, cuando se necesiten. 

178 Si en la ecuación (B) a-f-c=:2£, despejamos 
la c, dará c^zb — a; 

que quiere decir, que cuantío se quiera hallar un tercer 
término continuo proporcional aritmético á dos canti- 
dades dadas, del duplo de la segunda se restará la 
primera. Así, si quiero hallar un tercero porporrlonal 
á s6y 34, espresándole por ír,será:K=:2X34— 26=42, 
que se ejecuta como aquí se ve: 
-7-26.34.3:= 2x34—2 6=42. 
Si en la misma ecuación despejamos la ¿, dar^ 
b=^(a+c), 
qne quiere decir, que si dadas dos cantidades se guie^ 
re hallar una media proporcional aritmética , de la 
suma de dichas cantidades se tomará la mitad. Así, 
si quiero hallar un medio proporcional entre 27 y 39, 
llamándole x, se tendrá x=^{s-^-h^9)=2,Zi 
y la proporción será -^b7.33:39' 

179 En toda proporción geométrica discreta ei 
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producto de los estrenos es igual al de los medios^ 
y al cuadrada del término medio en la continua. 

Espl. S«aa las proporcioaes 
8:3:;a4:9i-^6:'8:54; 
TOy á demostrar que 8x9=3x34 , y qne 6x54=18'; 
6 en geaeral , si a'.by.c.d ^ y -i-a'.b'.c^ 
será ad^K , y ac=^^. 

Dem. Como proporción es igasldad de raKones, 

a c 
lá primera dará — =— 'j 
b d 

y trasladando los divisores (150 cor.), será adzzhc (A), 
qne era L. i.** Q. D. D. 

3.** La segunda proporción, puesta con estension, 

a b ^ 

eerá a:b:ib:ci que da --^= — , 
b Q 

y quitando loa divisores, será ae=.bb=lf^ (B). 

180 Recíprocamente, ai cuatro cantidades son ta- 
les que el producto de dos de ellas sea igual al pro- 
dado de las otras dos, con dichas cantidades se po- 
drán formar ocho proporcionas diferentes , poniendo 
por estremos las dos que formen un producto, y por 
medios las dos que formen el otro producto. 

MspU Sean u, ¿, c, d, tales cantidades que ad=ibei 
voy á demostrar que se pueden sacar las ocho pro- 
porciones siguientes (A). 

Dem. Si ea la ecuación ad=^f 
trasladamos (150 cor.) la tí / la ¿ al 



qne puesta en proporción dará 
a:b::c:d (i.'). 

Si en la misma ecuación trasla- 



damos la (j y la c, será — =— 
que da a:c: :b:d {s.'). 



(A) 




a:h:c:d (. >) 


a:c::b:d (s 


■) 


d:b::o:a (3 


") 


¿J:c:;¿:a (4 


•) 


c:d::^:b (5 


") 


c:a::d:b (6 


■) 


bia::d:c (7 


■) 


l:d:-M:o (8 


■) 
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que da d:b::c:a (3.'). d b 

Si trasladamos la a y la c , será — ^ — , 
c a 

qne da d:c'.:b'.a (4-')- 

Coaio es lo misino ad—bc qne bc=ad, trasladan- 
do ea esta la ¿ y la rf, será — =— que da c:dr.a:b(5.^). 

c d 
Trasladando la ¿ y la a, será — ^ — . 
■^ ' a b' 

que da c:o::d:i (6.»). j ¿ 

Trasladaudo la c y la a , será — = — , 

que da b:a::d;e (7.'). 



qne da h:d::a:c (8.'), que era L. Q. D. D. 

Edc, Si se quisiesen sacar ntas proporciones, sal- 
dria alguna de las. anteriores ; de donde se sigue que 
dada una ecuación se pueden sacar ocho proporcio- 
nes ; ó dada una proporción se le puedtn dar ocho 
formoB diferentes. ■ 

181 Si ea la ecaacíoD (A § 179) ad=bc , despe- 
je 
jamos la (2, pe tendrá ¿= — ; 
I a 

qae qaiere decir, que dadas tres cantidades, se halla- 
rá una cuarta proporcional geométrica, multiplican- 
do la segunda por la tercera^ y partiendo el produa- 
toparla primera. Así, si quiero hallar un cuarto 
proporcional á los niímeros 9, 14 y 37, llamándole x 

tendré «=-' ^42; cuya operación se dispone co- 

9 
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14x27 378 

joio aquí se Ve: 9:i4::27:¡it= = ^=42. 

9 9 

£te. Despejando los tdrmiaos a , i , c , se tendía 

he , ad ad 
a=-— , i=— , c=— ; 
a c b 

y cida ana dará la regla para hallar el primero « el 

segundo, ó el tercer término, cuando se necesiten. 

183 Si eo la ecuación (B § 179) ac=¿*, despe> 

i* 
jamos la c, dará c^ — ; 

que quiere decir, que paret hallar un tercer término 
continuo proporcional geométrico á dos cantidades 
dadas , el cuadrado de la segunda se partirá por la 
primara. Así, si quiero hallar aa tercero proporcio- 
nal á 16 y 24 , llamándíle * seiá *=— — z=— -=36, 
que se practica como aquí se re: 

, 24' 576 , 

^i6:a4:a=--=_-=36. 
10 JO 

Si en la misma ecuación despejamos la ¿, será 
b=i/aéi 
que quiere decir, que sí dadas -dos cantidades se 
quiere hallar una media proporeioTial geométrica^ del 
producto de dichas cantidades se es traerá Ja rain 
cuadrada. Así, si quiero hallar un medio proporcio- 
nal entre 8 y 18, llamándole x, será 

ac=V'8xi8=\/ 144=1 2 ; 
y la proporción será -r^8;iií:i8. 

Esc. Es digua dé notarse la analogía que hay en- 
tre Jas propiedades de las proporciones aritméticas y 
geométricas ; pues las de aquella se convierten en las 
de esta, sustituyendo multiplicar i Ja voz sumar; di- 
vidir á la restar; cuadrar á tomar el duplo , y es- 
traer la rain cuadrada i tomar la mitad. 
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J)e las trasfórmaciones que.se pueden dar á una 

proporción , sin que deje de subsistir proporción. 

183 Hemos visto (180) que á la proporcioa 
a:b::fí:d, 
. ae la pueden dar ocho formas diferentes, y que siem- 
pre hay proporción. Es^hs y otras varias que Tamos á 
esponer, se llaman alternar., invertir^ componer^ di- 
vidir., permutar y converYir. 

Alternar ea comparar antecedente con antecedente, 
y consecuente con consecuente^ cuya operación queda 
liecha mudando de lugar los medios ó los estremos. 
Así, la segunda y tercera (180) están alternadas res- 
pecto de la primera. 

Invertir es comparar consecuente con antecedente 
en cada una de las razones; cuya operación queda 
Iiecha poniendo los medios en lugar de los estremos, 
y los estremos en lugar de los medios. Así, la (7.^) 
está invertida respecto de la primera. 

Ahora, si se continúa alternando é invirtiendo It 
primera, se llegarán á tener las ocho que hemos dicho. 

Toda proporción se puede componer, que es com- 
parar la suma de antecedente y consecuente con uno 
de ¡os dos , en cada una de las razones , estp es , ó 
coo el antecedente ó coa el consecuente. 

Sea la proporción aibr.ctd; 
digo que a-hb:b::c-Hl:d y a-t^:ai:e-i-d:c. 



d ' . 

reduciendo el entero á la especie del quebrado que le 

a+b c+d 
acompaüa, se tendrá — — =-— -j 
. d 

que poniendo en proporcioa da ü-t-b:b::e-t-d:d{A), . 
que era L. 1.° Q. D. D. 
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Inrirtiendo la proporcioa dada se tendrá b:a::d:e, 

b d b d 

qae da — ^ — ; añadiendo i tendremos — hi=: — hi; 
a c . a c 

reduciendo él entero Á la especie del quebrado que le 

J-f-a d-K! 
scompaáá, da = , ó ¿-i-a!a::<l-i-c:c (B), 

que era L.'2.**Q. D. D. 

Toda proporción se puede dividir , que es campa' 
rar la diferencia de antecédeme y consecuente con 
uno de los dos , en cada una -de tas razones; esto es, ó 
bien con el antecedente ó bien con el consecuente. 

Sea la proporción ii:¿;:c:dj digo que a — b:b::c^^:d^ 
y que a~-b:a::c~^:p. . 

Dem. La proporción a : ¿ : < c : d, da — ='T> 



reduciendo el entero á le especie del quebrado qae le 

acompaña , dará — -— = , 

b d 

6 formaado proporción a—b%b::c--d;d (C), 
que era L. i." Q. D. D. 

Inviniendo la dada, se tendrá £:a::d:c, 

b d - 

que da ^-^= — ; 

quitando ambo* miembros d« la anidad , 6 restando- 
esta ecuación de la i^i, resultará 



ó poniendo en proporción a—b'.a;:e—d:c (D), 
que era L. 2.° Q. D, D. 

Permutar es mudar de lugar las ranones, ó poner 
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la segunda razón por primera, y Ja primera por se- 
gunda. Así, la quiata está permutada respecto de la 
primera (§ 180). 

Convertir es invertir una proporción compuesta ó 
dividida : cuando se invierte una compuesta , se lla- 
ma convertir componiendo : y cuando una dividida, 
convertir dividiendo. 

Así, invirtiendo la (A) y (B) tendremos 
b:a-hb::d:c+d (E) y a:a-hb:-.c:c+d (F), 
qae respecto de ta primitiva están convertidas com- 
ponieodo ; é invirtiendo las (C) y (D) se tendrá 

b:a~b::d:c~d (G) y a:a—b.:c:o~d (H), 
que respecto de la prioiitiva eatán convertidas divi- 
diendo. 

184 Ahora vamos á demostrar algunas propieda- 
des de las proporciones. 

i.^ Si los antecedentes de una proporción son 
iguales, también lo serán los consecuentes ; y reci- 
procamente. 

Dein. La proporción a:bíic:d, da ad:::bc; 
si se supone a^zc, se podrán suprimir, y quedará <i=&} 
y sb poniendo d=b, quedaría fl=;c, que es h.Q. D. D. 

2j" Sí ÍÍ05 proporciones tienen una razón común, 
con las otras dos razones se podrá formar proporción. 

Espl. Sean las dos proporciones a:b:.c:d, y 
a:b::m'.n, que tienen común la razón a:b; 
dign que se tendrá c:d::m:n. 

Dem, Igualando las razones en cada proporción, 
a c a m 

se tendrá -r^—r, y —= — i 
b d ' b n 

y como — y -^ son ambas iguales á — , 
. d n b 

c m 
serán (intr. ax. 5. ) ignales entre sí, esto es, — ^ — ; 

que formando proporción, tendremos c:d::m:n, 
que es L. Q. D. D. 
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Cor. De íquí se deduce que si dos proporeionet 
tienen unos mismos antecedentes ó unos mismos con- 
secuentes , se podrá formar proporción con los conse- 
cuentes ó antecedentes ; porque alteroadas tendriaa 
una razón coiduh. 

3.^ En toda proporción geométrica la suma de 
antecedentes es á la de consecuentes , como un ante- 
cedente es á su consecuente. 

Espl. Sea la proporcioa a:b::c:d; 
voy i demostrar que a-f-c : b-hd::a:b ó a-H::b+J::ctd, 

Dem, _ Alterdando la dada será a:c::b:d¡ 
y conipooiéiidola dará a+c:c::lht-dtd ó a-t-c:a::b-t-dtb, 
que alternadas serán a-t-c-.b-hdr.ctd (I), 
y a+c:tH-dy.a:b (K), que es L. Q. D. D. 
- 4.' En toda proporción geométrica la diferencia 
de antecedentes es á la de consecuentes , como un an- 
tecedente es á su consecuente. 

Espl. Sea la proporcioa a:b::c:d; 
voy i demostrar que a — e:b — d::c:d, ó a — c:6— ti::a:Í, 

Dem. Alternando la dada será a:c::b:di 
y dividiéndola, se tendrá 

a — c--c::b—d:d, á a—c:a::b — diij 
que alternadas dan a — c:b — d:;e:d (L), 
y a^-c:b-d::a:b (M), que es h. Q. D. D. 

5.* En toda proporción geométrica la suma da 
antecedentes es á la de consecuentes, como ¡a diferen- 
cia de antecedentes es á la de consecuentes. 

Dem. Si de las proporciones (I) y (L), que tienen 
común la razón c:d sacamos la 

a-Hí:b-i-d::a—c:b—d (N), tendremos L. Q. D. D. 

(¡.^ En toda proporción geométrica la suma de 
antecedentes es á su diferencia, como la suma de con- 
secuentes es á su diferencia. 

Dem. Porque si alternamos la proporción anterior 
tendremos a-K:a~c::b+d-b~d (O), 
que espresa L. Q. D. D. 

Cor, De todo esto resulta que dando la primitiva 
ocho formas, la (A) otras ocho , la (B) otras ocho, la 
(G) otras ocho } la (D) otras ocho, la (I) otras odM} 
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la (K) otras ocbo, la (L) otras ocho, la (M)otraa ocho, 
y la (N) otras ocho; se sigue que alternando é invir- 
tiendo la primitiva, y las que resultan de ella, se 
pueden sacar ochenta proporciones de una dada. 

185 Es tan importante la regla dada (174), que 
por su medio no sdlo se pueden formar inmediata- 
juente proporciones, sino que dada una razan se pue-, 
den poner otra multitud iguales con ella, multipli- 
cando sus dos términos por a , por 3 &C. A^ , dada 
la razón 3:3, obtendremos 

s:3::4:6::6:9::8:ia;.jo:i5::i3:i8r:i4:ái::&C. 
qne es lo que se llama serie de razones iguales, y «e 
suelen escribir abreviadamente de este modo: 

s:4;6:8:io:i2:i4: &c.::3:6:9:i 3:15: 18:2 i:&c. 
Cuando se quiera sacar una proporción , se toma- 
rán dos términos cualesquiera antes de los cuatro pun- 
tos, y otros dos cualesquiera' equidistantes después. 
Sus propiedades son las siguientes. 

1.' En toda serie d^ razones iguales la suma de 
todos los antecedentes es á la de todos los consecuen- 
tes , como un antecedente es á su consecuente, 
Dem. Sea esta la serie de razones iguales 
a:b::e:d::m:n::&'c.:í^'c.; 
j tomando las dos primeras tendremos a'-b"c:di 
que (184, 3.*) nos dará a-+c:b-i-d::c:d, 
d poniendo en vez de la razón c:d su igual m:a por el 
supuesto, será a-f-c:b+d::m:n; 
que por la misma propiedad da 

a-hc~i-m:b-i-d-i-n::m:n (a), que es L. Q. D. D. 
Esc, Si hubiese mas razones iguales, en vez de 
la ultima m:n , se sustituirla otra, y se continuarla 
del mismo modo hasta que 00 hubiese mas. 

2.^ En toda serie de razones iguales la diferen- 
cia de antecedentes es á la de consecuentes , como un 
antecedente es d su corlsecuente. 

Dem, Supongamos ia misma Berieíí:i::c:d::m:n::£s?. 
y tomando las dos primeras será a:b:-.c:d!, 
la cual (184, 4.") nos dará a—c:b—d::c:d; oponiendo 
«n vez de cid su igual tn:n, será a~c:b~~d::m-n; 
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que ea virtad de la misma propiedad nos da 
o — c — m:b~~d — n::m:n (b), que es L. Q. D. D, 

3." En toda serie de razones iguales la suma de 
antecedentes es á la de consecuentes^ como la diferen- 
cia de antecedentes es á la de consecuentes. 

Dem. Como las dos proporciones (a) , (b), tienen 
común Ja razón m:n ^ con ias otras dos fonnarémos 
proporción (184, a.^), y tendremos 

fl-i-c-i-íM:6-Hd-+-n:;a — c—m:b — d — n (c). L. Q. D. D. 

4.^ En toda serie de razones iguales la suma de , 
antecedentes es á su diferencia^ como la suma de con- 
secuentes esa la suya. 

Dem. Porque si alternamos la proporción anterior, 
tendremos a-K-*-m:a — c — m::l>-HÍ+n:b — d — n (d), 
que espresa L. Q, D. D. 

5.* En toda serie de razones iguales la relación 
que tenga un antecedente con la suma de los otfos, esa 
misma tendrá el . consecuente correspondiente con la 
suma de los demás. 

Dem. Sea la serie de razones iguales 
a:b::c:dr.m:n::pig::&'c.:ístc. 
Si consideramos que empieza desde la segunda ra- 
zón, tendremos (i.') c-i-m-t-p-t-(s'c.:d~hn-^-Í^C.:'.c:d; 
pero si en vez de c:d ponemos su igual a:b , resultará 

C-t-m-t-p+ífc: £Í-+-n+g-)-ííf c. •.•.a:b; 
la cual permutada y alternada se convierte en 

a:c~i-m+p+&'e.::b:d+n-i-q-i-&'c. (e), 
que espresa L. Q, D. D. 

Car. De aquí resulta que si el primer anteceden- 
te es igual con la suma de los demás, el primer con- 
secuente también será igual con la suma de los demos 
consecuentes i porque si en la última proporción su- 
ponemos a=c+m-i-p-h£s'c. la primera razón será de 
igualdad, y debiéndolo serla segunda, será 

¿=íí-+ÍJ-|-J-+-&fc, 

186 Se llama razón compuesta la que resulta de 
multiplicar ordenadamente (esto es autecedente por 
antecedente, y consecuente por consecuente) dos ó mas 
razones. Así, si ias dos razones y.$ y 4-7, las multi- 
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plicaiDDS ordenadamente, teadrétaos 12:35, 
que Berá la razón compuesta de aquellas dos ; las trea 
rasones 4^5; 6:11 ; 9:13, dan la compuesta 
4x6x9:5x11x13 ó 216: 715; &c. 

Si la razón compuesta resulta de dos razones igua- 
les, se llama duplicada á cuadfada; así, si se tienen 
las dosraEones iguales 6:8 y 3:4, la 6x3:8x4 ó 18:32, 
será duplicada 6 cuadrada de la 6:3 6 3:4. 

Si se mUltiplicaa tres razones iguales, v. g. 3:5} 
6:10^9:15, la compuesta 3x6x9:5x10x15 tí 162:750, 
ae llama triplicada tí cúbica; y así sncesivamente cua- 
druplicada &c. 

Haciendo la multiplicación como hemos dicho, se 
sigue que formar razones compuestas es lo mismo que 
iDultipIicar quebrados; pues toda razón e» un quebra- 
do cu^o numerador es el antecedente y el denomina- 
dor el consecuente. Así,cuandp las razones'Son iguales, 
equivale i formar potencias de los miemos quebrados; 
y hé aquí la razan porque se llaman cuadraifas tí du- 
plicadas, cúbicas ó triplicadas &c. De que se sigue, 
que no es lo mismo razón dupla que duplicada; una 
razón es dupla de otra, cuando su esponente es duplo 
d«l de ella, duplicada cuando es su cuadrado , &c. &c. 

187 £3 muj; importante el simplificar las razoiiea 
y proporciones, para poder ejecutar con espedicinn los 
cálculos de sus continuas aplicaciones. Así, en cuanto 
se dé una razón se verá si se puede simplificar, divi- 
diendo sus dos términos por 2 , por 3 &:c. lo que no la 
altera (171 cor.); por loque en vez de Ja razón 6:1a 
te podrá poner 3:6 tí 1:2; 

en vez de 12:18 se pondria 6:9 tí 2:3 &c. 

188 Si la primera razón de una proporción no se 
puede simplificar, tí se ha simplifícado ya, se verá 
■t se pueden dividir los dos antecedentes por un mis- 
mo numero , lo que tampoco alterará la proporción; 
pues si se alternase, se podría ya simplificar la pri- 
mera rszou. Así, si tengo la proporción (A pág. sigte.) 
eayo cuarto término x quiero buscar, simplificaré la 
primera razón por 4 , y^tendré la 2.^ que allí se ve: 
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ahora dividirá por 3 los antece- (A) 

dentes, y iendr¿ la tercera; que ia:8::36: 
da para el cuarto t^rmiiio :i;=a4, y-^"-z6\ 
que es lo misino que i:a 

_ 8x36 _ 288 _ 
12 12 

pero mncbo toas sencillo. 

189 Al formar razones comprestas, pnede ocur- 
rir el que bo pudiéndose simplificar las simples, se 
paedansimpliScar ias compuestas; porque algunos fac- 
tores de los antecedentes de las unas lo sean también 
de loe consecuentes de las otras, y al contrario. 

En este caso, en lugar de simplificaT la compuesta 
después de formada, se indica la operación resolvien- 
do ea factores simples los términos de les componen- 
tes , y suprimiendo los qoe sean comunes. Asi , eI 
tengo las razones 3:5 ; 4:9 ; 10:2 1 , que dan la com- 
puesta 120.945, ó simplificando 40:315 li 8:63; 
formaré la compuesta de este modo: 

3x2x2x2x5:5x3x3x3x7, 
que suprimiendo los factores comunes 3 y 5 queda en 
3x2x2:3x3x7 li 8:63, que es la misma que antes. 

Gomo al formar una razón compuesta , se puede 
poner en lugar de cualquier razón simple, otra que 
sea igual con ella, se sigue que después de formada, 
se podrá baeer igualmente esta sustitución , poniendo 
el antecedente en vez del antecedente y el coasecuen- 
te en vez del consecuente. Asf, cuando voy á formar 
la razoc compuesta de las 3:5 y 6:7, en vez de esta 
pondré su igual 12:14 <í 18:21; y en vez de la cora- 
puesta 3x6:5x7 tendré3Xi2:gXi4cí 3x18:5x21; • 
luego inversamente, si tengo la razón compuesta 

3x18:5x21, en vez de la componente [8:2r 
podré poner cualquiera de sus ¡guales 12:14 ^ ^¡7i 
y la tendré convertida en 3x12:5x14, ó 3x6:5x7. 
Esta proposición es de la mayor importancia, y los 
principiantes suelen encontrar mil dificultades en ella, 
cuando no se preseata con toda esta especificación. 
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190 Si dos á mas pri^rcioaes se multiplican or- 
denadamente ^ el resultado será una proporción 0001- 
puesta. Porque siendo las razones componentes de la 
primera razón compuesta , iguales (por la naturaleza 
de las proporciones) con las 
c«mpoaeiiteadelasegDnda,las 4: 5:: 8: 10 (a) 
razooesconipuestasseránigua- 6:11:: t8: 33 (b) 
lesy formarán proporcioQ. Así, - j 

si tenemos las proporciones 34:55;:i44:33C) (c). 
(a), (b) , multiplicadas darán 
la compuesta (c). 

Luego multiplicando ordenadamente ana propor- 
ción por ai misma , el resultado fonnará proporción; 
de donde resulta que si cuatro cantidades están en 
proporción, también lo estarán sus cuadrados, sus cu- 
bos , y en general las potencias de un mismo grado; 
y al contrario, si cuatro cantidades están en propor- 
ción, también lo estarán sus raices de un mismo grado, 
c 
~~é' 

a' c* 
y elevando á la potencia n resultará ~¡^=>r¡i 

y formando proporción será a'-M'-M^id", 
queesL. i.^Q. D. C. 

La misma proporción a;b::c:d da — =-71 
b d 

y atrayendo la raíz del grado n será 
¿~ d "_"»_ 

que da *ya:Vb : -.V c iV'd , que n L. «." Q-D. D. 

191 Al formar proporciones compuestas, conven- 
drá simplificar las razones al tiempo de sacarlas; 
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-pero particnlarmente conviene tener presente* qae si 
dos razones son tales que en la una es antecedente lo 
que en la otra consecuente , se omite el término co- 
mún, y se ponen los otros. Así, si tenemos 

^'t"^''t\se tendrá P:R::ac:bd', 

porque si »e hiciera con eetcoiíoo seria PQ:QR::ac:bd; 
j, siiuplificfndo Ja primera rason por Q, resultaría 
por último P:R::ac;bd, 

■ De la regla de tres y de compaitia. 

193 Se llama regla de tres 6 regla de oro, la qae 
enseña á determinar ios efectos por medio de las caa- 
Bag, ó Iss caosag por medio de Jos efectos, cuando se 
conoce la dependencia qu« tienen entre sí. 

La regla de tres puede ser simple j compuesta-^ 
es simple , cuando para determinar el efecto ó cansa 
que se busca, sdlo se atiende á una circnnstancia ; j 
coaipoeEt», cuando se necesita atender á dos d_mas. 

La regla de tre^. simple se subdiviae en directa 
é inversa; directa es aquella en que se trata de ave- 
riguar el efecto que produce una causa, <S la cansa 
de que proviene un efecto, cuando se conoce el efecto 
producido por una causa de la misma especie; y la 
inversa es aquella en que se trata de averiguar la 
causa que se necesita para producir, junta con otra 
dada , el mismo efecto -que han producido ya otras 
dos causas de la misma especie. Para que se vea bien • 
la diferencia que hay entre las realas de tres, nos 
valdremos de estos ejemplos. 

[ .° Si sabiendo que 1 2 oficiales de sastre han 
. hecho en una semana 7S vestuarios, quiero averiguar 
cuántos vestuarios podrán hacer 34 sastres en el mismo 
tiempo, esto es, en una semana: esta. es una regla de 
triís simple; porque el uiiuiero de vestuarios que hus- 
«0, sdlo depende de una circunstancia , á saber , del 
niJmero de oficiales de sastre que los han de hacerj 
ademas es directa, porque trato de averiguar los res- 
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tnaríoSf esto es, el efecto qtie ban de prodacir los 
S4 sastres, que son la causa, por medio del conocí- 
miento que tengo del que han producido en las mis- 
mas circunstancias 12 sastres. 

También seria simple y directa la regla' de tres, 
8i viniese propuesta en estos términos -.si 12 sastres 
han hecho en una semana ^s vestuarios^ para hacer 
en el mismo tiempo 144 vestuarios^ ^cuántos sas- 
tres se. necesitarán ? Porque aquí se trata de averi- 
guar la causa, esto es, los oficiales de sastre que se ■ 
necesitan para hacer lüs 144 vestuarios, que'son ei 
efecto , por medio del efecto conocido ^z vestuarios 
que han hecho los 12 sastres. 

2." Si sabiendo que 12 sastres han hecho en tres 
dias_ jí vestuarios^ quiero averiguar cuántos sastres 
se necesitarán par^ hacer los mismos 72 vestuarios 
en 6 dias -. esta regla de tres será inversa ; porque 
aquí tengo un mismo efecto, 72 vestuarios, para cu- 
ya producción han concurrido dos causas, los 12 sas- 
tres y las tres dias que han trabajado j y ahora trato 
de determinar una de las causas, á salier, cl ntimero 
de sastres, que junta con la otra, es decir, coo los 6 
dias en que bao de trahajar, ha de producir el mis- 
oío efecto de hacer los 72 vestuarios. 

3.** Si sabiendo que 12 sastres han hecho en 4 
dias 72 vestuarios , quiero averiguar los vestuarios 
que harán 36 sastres en 6 dias : esta regla de tres 
será compuesta; porque el niímero.de vestuarios que 
busco, depende de dos circunstancias, á saber, de loa 
36 sastres, y de los 6 dias que han de estar trabajando. 
193 Toda cuestión que conduce á una regla de 
tres, consta de dos partes : del supuesto y la pregun- 
ta; ea el supuesto se da la dependencia que tiene la 
causa con el efecto; y en la pregunta, la causa á efec- 
to que se da , para determinar el decto ó causa que 
se busca. 

En toda regla de tres simple entran tres canti- 
dades conocidas : dos del supuesto, y una de la pre- 
gunta i como esta ha de ser de la misma especie qu« 
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uoa de las del sopaesto , á Jas dos cantidades cono* 
cidas que sun de una misma especie , se les llaiiui 
principales ; la otra y la que se busca, se llanun re~ 
lativas ; pero como de las relativas sdlo se conoce una^ 
se llama cantidad principal y su relativa i las dos 
del supuesto', siendo la principal la que es de la mis- 
ma especie que la de la pregunta. V. g. cuando quie- 
ro averiguar los vestuarios que harán 24 sastres en 
el supuesto de que la hayan hecho 73 vestuarios, las 

' dos cantidades principales son los i s sastres j los a4; 
las relativas son los 72 vestuarios y los que buscoj y 
las que se llaman cantidad principal y su relativa son 

"lüs 12 sastres y los 72 vestuarios, siendo la principal 
los I a sastres que es la de la misma especie que la 
déla pregunta. 

194 Toda la diÜcnltad de la regla de tres con- 
siste en plantearla; porque después todo está redu- 
cido i encontrar el cuarto téruiioo de una proporción 
jl^eométrica. Por lo cual vamos á deducir reglas ge- 
nerales para su planteo. 

Si la regla de tres es directa, y se pide el efecto . 
que producirá la causa c, sujeta á las mismas condi- 
ciones en que la causa a ha producido el efecto ^, 
como DO conocemos este efecto le llamar^moB x ; y 
siendo b el efecto que ha producido a, el efecto pro- 

b 
ducido por cada unidad de a será (§ 58 , 4.*^) — ; 

y como la c ha de producir x, una unidad de.c pro- 
ducirá — ; ahora, por ser c y a de la misma especie, 

será igual el efecto que produzca cada una de tos 

b X 
nnidadeg ; luego se tendrá — = — , que formaiulo 

proporción , será biaiixic 6 a:h::c:x ó a:c::b:x. 

Luego para plantear una regla de tres directa, se 
pondrá por primer termino la cantidad principal del 
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aupuéito; luego, cualquiera de las otras dos, á saber, 
la, relativa del supuesto ó la principal de la pregun- 
ta j después la otra, y el cuarto~l¿rmino de la pro- 
porción será la que se busca ^ que para encontrarle 
se practicará lo dicho (181). 

Entendido esto, pasaremos á' resolver algunos 
ejemplos. 

I.'' Se sabe que 40 soldados han abierto en un 
tiempo cualquiera 160 varas de trinchera^ para abrir 
800 varas en el mismo tiempo , cuántos soldados se 
necesitarán ? » 

Aquí la cantidad principal y la relativa son 160 
Tsrss y 40 Goldadosj luego plantearemos la cuestión 
del modo siguiente: 

, V.' a «.' sold.' 40x800 

160 :80o ;:4o ix^ =200, 

160 

y saco que se necesitan poner á trabajar 200 hombres, 
a." Un sujeto desea saber lo que le producirán 
78437 rs. que Da á imponer en un fondo al 6 por 1 00. 
Aquí la cantidad principal del supuesto es looj pur- 
que ia cuestión quiere decir que 100 reales le dan 
de r^ito al año 6 realesj y así, la operación se eje- 
catará como aquí se ve: 

ioo.78437:;6:a:=:í — ~ — =— = 

100 100 

4706,22=4706 rs. y 7 aira. 
195 Si la regla de tres es inversa, y se supone 
qne las dos causas a y b han producido un efecto K, 
y dada una causa c de la misma especie que a, se quie- 
re averiguar otra causa x de la misma especie que ¿, 
que junta con la c, produzca el mismo efecto K; dis- 
carrirémos de este modo. Si la causa a sola produjese 

el efecto K, una unidad de a producirla — ; 

ahora , este efecto debe ser tanto menor en cuanto la 
caasa a sea ayudada de la ¿} luego el efecto que pro- 
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duzca una unidad cuando obra la causa ¿, será — , 

ab ' - 

Por la misma razón, el efecto de una unidad de e 

si obrase a<íla, seria — : 



y obrando la causa ¡e que buacamoí, debería «er — ; 

ex 

y como o y c son de una misiná especie , el efecto 

de cada una de sus unidades será igual, y se tendrá 

K K . • ■ 

-T~—i <í Kcx=Kab, 
ab ex ' 

j dividiendo por JE" será cx=ah, 

que da c:a::b:x ó c:b::a:x; 

que manifiesta que Ja regla de tres inversa se plantea 
escribiendo por primer término la cantidad princi- 
pal de ,/a pregunta , después las dos del supuesto, 
y el cuarto termino será lo que se pide; que se ha- 
llará por io dicho (i8j). 

Apliquemos esta regla á algunos ejemplos. 
I - Vn comerciante ha ganado en 5 meses 430 do- 
blones, con un capital de 6000 doblones ; para ganar 
los mismos 450 doblones con un capital de idoo do- 
blones , cuánto tiempo necesitará ? 

Aquí la cantidad principal y bu relativa son 6000 
doblones y 5 meses, y Ja principal de la pregunta ei 
1800 düblunes; por lo que ejecutando la operación 
como aquí se ve: 

1800 ' ;6ooo ¡.'s"*' ■jTTs 

j8oo ,8 - 3 -J-'V 
hallo que necesitará 16 meses y ^, qce equivalen i 
16 meses y 20 dias. - o 1 1 

8.* üa General de trüichera tiene calculado- gu. 
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con poner 3000 hombres á trabajar, ya á-la zapa, ya 
á la trinchera , llegará en 6 diaa á hacer todas las 
obras que necesitapara llegar al camino cubierto; lie* 
ne aviso de su mayor General que es indispensable 
tomar el camino cubierto dentro de 4 días ; cuánto* 
hombres necesitará poner á trabajar ? 

Aquí Ja cantidad principal y au relatira too 6 
días y 3000 hombres, y la principal de la 'pregunta 
tí 4 dias} par lo cual plantearé la cuestión en estos 
términos : 

íí ,d.* h.' 3000x6 

4 :6 ::3000 :x= =1500x3=4500 homb, 

4 
que son los que tendrá que poner á trabajar. 

196 Para resolver una regla de tres cooipuestaf 
se halla primero el resultado que corresponde é la pre- 
gunta, atendiendo á una sola circunstancia; después 
el que corresponde á este resultado hallado , conside- 
rándole como pregunta, atendiendo á otra circunstan- 
cia; después el que corresponde á este resultado ha- 
llado, atendiendo á otra circun'itancia; y asi sucesi-, • 
vamente, como manifiestan estos ejemplos. 

1° Quiero averiguar los cahíces de trigo que po- 
drán traer 36 carros en 6 dios, en el supuesto de ha- 
ber traieto 12 carros en 4 dias 73 cahíces. Primero 
averiguaré los cahíces que traerán los 36 carros en 4 
dias, lo que ejecutaré como aquí se ve: 

72x36 
i2carr.;36 carr.::72 cah.':a;cah.^ ■ =7 2X3^816} 

. y encnentro que traerán si6 qahices. Ahora, si en 4 
dias traen 36 carros ai6 eahices, ea 6 dias cuántos 
traerán? Ejecutaré la' operación como aquí se ve: 

d.' .d.' , .. «'*^6 , 

4 :6 ::aj6 cahices:»=—r— =54x6=384, 

y saco que traerán 334 cablees. 

3.^ Seque 4 soldados en ^ dios , trtá>ajaado en 
eada dia 8 horas, hanheeho utoofqjiniut 6 tolda- 
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dos en 8 dias^ trabajando 6 horas al dia, ¿ cuántas 
fajinas harán 7 

Aquí tCDdró que hacer las tres reglas de tres sim- 
ples siguientes: 

^■.(,''::Mof''J-':ti6</'Í-' 

y saco que harán ei¿o fajinas. 

1 97 Se llama regla de compañía la que enseba á 
determinar coáuto corresponde de la ganancia ó pér- 
dida á cada uno de muchos compañeros que han pues- 
to su caudal en un fondo , con arreglo i lo que paso 
cada untr. Esta, como se suele decir, es de dos uiodos: 
simple y compuesta ó con tiempo^ se acostumbra Ila- 
oiar simple, cuando el caudal que tiene cada uno en 
el fondo, permanece un mismo tiempo; y compuesta, 
cuando no permanecen los candiales el mismo tiempo 
en el fondo. Esta, se reduce á la simple, multiplican- 
do el tiempo por lo que puso cada uno; pues lo mis- 
mo es 50 doblones en dos afios que 100 en un ado. 
£sta regla se funda en la siguiente cuestión. 

Partir un númerodadoa en laspartes que sequie- 
fa, V. g. en tres, que tengan entre sí la misma razón 
que las cantidades dadas m, n, p; esto es, que la pri- 
mera tenga cdn la segunda la razón de m;», y la pri- 
mera con la tercera la razón de m:p. 
Si llamo X la primera parte ^ será 



y como todas juntas han de equivaler á o, se tendrá 
' nx px ■ 



que quitando los divisores será mx-t-Ttx+px=ma^ 
ó descomponiendo en iactores x(m-+iht-p)=ma. 
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de donde ge saca «= z=mx ■. 

m+n-t-p m-i-nrf-p 

Si sustituimos este valor de x en lo que corres- 
pondia á la segunda, y simplificamos, se tendrá 



, px pa 
; y la tercera sera — =— 



m nt+n+p m m-t-n-hp 

cuyos resultados manifiestan, que podemos hallar cada 
una de estas partes, por medio de la siguiente pro- 
porción : m+n-hp (suma de Jas puestas) :a (ganancia 
ó pérdida) :: lo que puso cada uno ; ó la ganancia 6 
pérdida qut le corresponde. 

Ejemplo. Si de tres sujetos el primero ha puesto 
en un fondo 500 doblones, ^20 el segundo, y 300 
el tercera , y lian ganado 456 doblones ; para hallar 
lo que corresponde á cada uno, será 

m=5Q0, «=720, />=3oo, y m+n+-p=i520, 

500x456 
lu^ sera la parte del i." = — • ^=150 dobl.. 



la del segundo... 



t .* I . 300x456 , , , 

y la ael tercero =: =: 90 dobl.; 

1520 
cuyas partes componen la ganancia total 456 doblones. 
£1 no haber contado con el tiempo, indica que las 
puestas permanecieron yno mismo en el fondo i pero 
si el primero la hubiese puesto por 8 meses, el se- 
gundo por 10 , y el tercero por 5, siendo la misma 
ganancia , para hallar lo que corresponde á cada uno 
se observará que 500 doblones puestos por 8 meses, 
es lo mismo que 500x8 por un solo mes; 720 doblo- 
nes puestos por 10 meses, es lo mismo que 720X10 
doblones por un solo mes ; y 300 doblones puestos 
por 5 meses, equivalen á 300x5 por aa solo mes; de 
masera, que las puestas serán 4000; 7200 y 1500, 
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cuya anma es is^ooj y enceste caso tocará 

, . 456x4000 79 

al primero . =143 * 

la^oo 1S7 

456x7200 e6 

al aeenndo =258 , 

J3700 137 

456x1500 109 

y al tercero = 53 , 

12700 127 

coya suma es igual 456 como antes. 

Ek. Ea las corporaciones y regímieotos, ocur- 
re con bastante frecuencia el hacer gasto^que han de 
satisfacer los individuos li eficiales á proporción de sua 
sueldos; para determinar la cuota de cada uno se dirá-' 
el sueldo total de los individuos es al gasto que se ha 
hecho , como el sueldo de cada uno et á la parte jfue 
tiene que pagar. 

De ¡as progresiones aritmdtieat y geométricas. 

198 Se llama progresión aritm/tiea nna serie 6 
continuación de términos, tales que cada nno Il^va al 
que le precede á sigue un mismo esceso ó diferencia; 
cuando lleva al que le precede, la progresión se llama 
creciente^ y cuaudo lleva al que le sigue, decreciente. 

Se llama razoa ó diferencia , lo que se debe ada- 
dir (ó quitar) á un término, para que se convierta en 
el que le sigue; aquí se tratará sdl o de las crecientes^ 
pnes sus propiedades son las mismas, mudando el sig- 
no í la diferencia. Para escribir una progresión arit- 
mética se pone una proporción continua (175), y se 
contíndacomo aquí se ve: ^2.5.8.11.14. 17.20. 23&C. 
Donde el signo -i- indica que cada término m.edto se 
ha de repetir. 

Sí al primer termino le llamamos a^y d á la ra- 
eon, la espre.sion 

-i-a.a~HÍ.a->-»d.a~h¡d.a-h4dM^5d...a+(n—i)d—u(A.), 
será una progresión aritmética general. 
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De Is definición de la progresión srittn^tlca lesul- 
U, que el segundo término es igual al primero mas la 
razorti que el tercero es igual al tegundo mas la ra- 
xan; pen> como el segundo es igual al primeFO mas la 
razón , el tercero será igual al primero mas dos veces^ 
la razón ; el cuarto se vompondrá del tercero mas la 
razón , 6 del primero mfis tres veces la racott', y en 
geaeral un término cualquiera se compondrá difl pri- 
mero, mas tantas veces la razón como términos hay an- 
tes de ¿I : que es lo que espresa la fórmula (A), eu que 
u es el término que se busca, n el lugar que ocapa en 
la progresión , a el primero, y d la diferencia d razón. 
Con dicha fórmula (A) se puede hallar un t¿rmi* 
no cualquiera en conociendo el primero y la rszon, Asf, 
ai en la progresión anterior se quiere el término sép- 
timo, será a=2, d=3, 11=7, y se tendrá 
t¿rm.''7.°=2+(7 — i)x3=2-+-ox3^b-i-i8^ío. 

1 99 De la formación de la progresión se deducen 
varias consecuencias. 

i.^ Cuatro términos cansecutitMts . tomadot donde 
se quiera ^ forman proporción discreta. 
Así, 5.8:11.14. 

z .' Tres términos consecutivos la /arman continua. 
Aíí, -J-3.8.11. 

3.' Dos términos consecutivos forman proporción 
discreta con- oíros dos términos consecutivos, tómense 
donde se quiera ; porque la razón de los dos primeros 
(que es la de la progresión) es la. misma que la de los 
dos itltímos. Así, 5.8:17.20. 

4.* Dos términos cualesquiera están enproporcioa 
discreta con otros dos términos cualesquiera, que dis- 
ten entre sí tanto como los dos primeros distabaní por- 
que la razón en ambas «juivale á tantas veces la de la 
progresión como términos Yay en medio mas nno. 
Asf, 5.11:17.23. 

5.' Tres términos cualesquiera, tales que los do» 
esfremos disten igualmente del medio, forman propor- 
ción continua; porque la razón entre el primero y el 
medio es la misma que entre el medio y el estrcmoj 
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pues arabas equivalen i tantas reces la de la progre- 
sión, como términos hay entre ellos mas uno. 
Así, -^5.l4.!!3. 
6." La sufíta del primer t/rmino y ultimo es iffud 
á la suma ^ dos términos cualesquiera^ equidistantes 
de los esíremos ; é igual al duplo del término medio^ 
si el numero de términos es impar. Porque el primer 
término y el segundo forman proporción con el penal- 
timo y el liltimo (cohe. 3."), y dan (1^6) que el se-^ 
gando junto con el penültioio sertta iguales con el pri- 
mero junto con el dltlmoj el primero y el tercero foman 
proporción con el antepeniiltimo y liltimo, y darán que 
la suma del primero con el liltimo equivaldrá á la del 
tercero y antepemíltimo ; y así de loa demás. 

200 Fundados en esta propiedad ramos á encon- 
trar la suma de tantos términos como se quiera de una 
progresión aritmética. Para esto sea la progresión ge- 
neral -~a.b,c,d,.,.q.r.t.u; 

llamando s la suma de loa, términos hasta u, que con- 
sideraremos ser el liltimo, y observando que la suma 
no ee altera aunque se escriba al revés, tendremos 
poniendo debajo de la suma ella misma eaciita en un 
^rden inverso: 
<=a-i-í-t-c+<í....}-í-r-+-í+M? Y sumando estás dos 
s=a+-t-hr-hq.,..d-i;^<}-hB-i-a¿^ ecuaciones será 
2*=:(ii+u)-t-{fr+í)+(c-+-/-)-i-{d+5)... . ■ 
(q+d)+{r■+c)+{t-^-b)-h(u+^). 
Y como a-Hi=A-(-í^c-+-/-=í^cí(cons. 6.'), 
sustituyendo se tendrá 

as=(£i-H*)-H{a-i-u)4-(o-+-a)-4-(a-m),... 
'i-{a-Ht)-¥{a-Ht)+(a+u}+-{a-Hiy, 
donde veo que el duplo de la suma equivale Á tantas 
veces la suma del primer término y ultimo, como tér- 
minos hay en la progresioo ; luego si llamo n al nií^ 
mero de términos tendré as=(a-i-u)xB; 
de donde ¿espejando s sale s=^{a-hu)xn=:(a~+-u)x^ni 
que nos dice que la suma de iodos los términos que 
te quieran de una progresión aritmética, se halla 
sumando el primer término con el último, y multipU- 
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cando esto por la mitad del número de los términos. 
Así, la Gumade 7 términoc de la progresioo (198) 
será igual i (3-i-ao)x^z2X^iiX7=77, 
- como en efecto se verifica. 

fioi Si en la ecuación u=a-i-(n—i)¿ despgo<I, 

tendré d= , la caal dice que conocido el liltiaio 

ji— I 

término, el primero y el aúateto de ellos, para hallar 
la razón se resta el primero del último, y lo que queda 
se divide por el número de términos menas uno. 

En esto se funda la interpolación de un ndmero 
cualquiera de medios aritmélicog entre dos niimeroi 
ó caatidedes dadas. Asf , si quiero interpolar entre 7 

?' 43 ocho medins aritméticos, restaré el 7 del 43 , y 
a resta 36 la dividiré por el niitnero de términos que 
ha de haber ánteg del 43; y como entre 7 jr 43 ha de 
haber ocho medios, habrá antes del 43 un término 
mas, á saber, el primero 7; luego esta resta la deberé 
dividir por el número de medios que se kan de inter- 
polar mas I , esto es, por 9, y resultará qne ^=4 , y 
los términos serán -^7.11. 15. 19.33. 27.31.35. 39.43. 
S03 Se llama progresión geométrica una serie ó 
continaacioo de términos , que cada uno cabe eo el 
que le precede ó sigue un mismo numero de veces; 
cuando cabe en el que le sigue, la progresión ed ere- 
dente; y cuando en el que le precede, decreciente. 

Aquí se llama razón al ndmero por que se. ha da 
multiplicar un término cualquiera, para que resulte 
el que le signe. Para escribir una progresión geomé- 
trica se pons una proporción continua (175), y se con- 
tinda como aquí se ve: -H-3!6:i 2:24:48:96: i93:384:&c. 
y escrita con eetension será 3:6::6:i2::i 3:34:'.s4:46::&, 
Si espresamos por a el primer término y por q la razón, 

~~a:aq:aq* :aq^ :aq*:aq^:aq'^ a j"^'— b(B), 

será una progresión geométrica genei'al- 

De la definición de la progresión. geométrica re- 
sulta , que el segundo término se compone del prime- 
ro multiplicado por la rMoa; el tercero del segundo 
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multiplicado por la razón; pero como el segundo eqai- 
vale al primero multiplicado por la razón, el tercero 
equitfole al primera multiplicado por el cuadrado de 
la razón; el cuarto se compone del primero multipli- 
¿adopor el cubo de la razón; y en general, un térmi- 
no cualquiera se compone del primero multiplicado por 
una potencia de la raxon, espresada por el número de 
términos que hay antes de él : que es lo que espress la 
fórmula (B),' en que u es el término que se busca , n 
el lugar que ocnpa, a el primero,^ q la razón. 

La fórainla (B) sirre para calcular un término cual- 
quiera; r. g. si. quiero hallar el sesto término de 2a 
anterior, tendré n=i6, a::=3, 9^^i 
y será térm.''6.°=3Xa''~'=3X8*=3X3z=j(6. 

203 Es digna también de notarse aquí la analo- 
gía entre el lenguaje de las progresiones aritmética y 
geométrica; pues las propiedades de aquella se con- 
vierten en las de esta , sustituyendo multiplicar i la 
voz sumar; cuadrar la razón al duplo ó dos veces la 
raxon; y en geoerRl formar potencias de la razón á su- 
mar muchas veces la razón; y por lo mismo se verifica- 
rá que I .° cuatro términos consecutivos forman propor- 
ción geométripa discreta; 2." tres consecutivos la for- 
mancontinua; 3.** dos términos consecutivos están en 
proporción con otros dos consecutivos cualesquiera; 4.** 
dos términos cualesquiera forman proporción con otros 
dos cualesquiera, que disten igualmente entre sí; 5.° 
tres términos equidistantes la forman continua ífc. 

S04 Para hallar la suma de una progresión geo- 
métrica , llamaremos a el primer término , q la razón 
(por con H guien te aq será el segundo), u el liltimo, y 
t la suma de todos los términos que buscamos ; y ob- 
servando (302) que todos los términos medios se haa 
de repetir, resulta que todos los de la progresión se- 
rán antecedentes menos el liltimo, y por consiguiente 
la suma de estos s-erá s—u; todos sou consecuentes me- 
nos el primero, y por consiguiente la suma de estos 
terá J — a; luego por lo dicho (182, i.*) tendremos 
t—u:s-~a::a;aq:;i:q; 
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que multiplicando estredins y medios^ nos dará 

(^s—u)xq=(s — o)xi, ó sq—uq -=s— af 
de donde «le sj— «=«2— o, ó 

a(í-i)=i*g-fl, y s 



g—, 

Ijo que dice qae para hallad la suma de nna pro- 
gresión geométrica , se multiplicará el último térmi- 
no por la razón, de esto se restará el primero , y la 
restase dividirá por la razoa menos uno. Así, si quie- ~ 
10 bailar 8 términos de la progresión (203), será 
0=3, qzzs, u=384, y resultará 

. o w - 384x2-3 768-3 
tum. de o términos = -— =_ ==705i 

como en efecto se veri6ca. 

Esc. .Si en vez de 11 sustituimos en la fórmala (m) 
su valor aq" ', nos resultará 



la ooal servirá para hallar la suma de n términos de 
una progresión, cuando sdlo se conozca el primer tér- 
mino o y la razón q. 
sos Si en la fórmula u:=aq" ' despejo la 3, 



^V 



sacaré q- 

la cual podrá servir para interpolar medios geométri- 
cos entre dos niimeros dados ; para lo cual, se dividi- 
rá el último término por el primero, y del cociente se 
estraerá una raiz del grado que esprese el número de 
términos que ha de haber en tridos menos unoi ó del 
grado que esprese el número de medios que se kan di 
interpolar mas uno. 

Esc.^ I." Si la progresión fuese decreciente, la 
razuo q seria un. quebrado propio, y el término sus- 
ttacttvo aq' de la fcírmuia (p) será tanto menor, cuaH- 
L T. I. 
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to mayor sea el niímero n de térmiaos ([oe se raTiii 
totnando; y tantos se podrán tomar, que dicho término 
llegue á ser menor que cualqnier cantidad dada por 
pequeiia que esta seaj de donde se sigue que la dife- 
rencia entre el numerador de la ftínoula (p) y el pri- 
mer término a de la progresión, podrá llegar a eer me- 
nor qoe cualquier cantidad asignablej loego (r) e» 

1-5 

nna cantidad á la cnal se puede acercar todo lo que 
ee quiera la suma de los términos de la progresión, y 
nunca puede dicha suma ser igual con ella, £e, pues, 
la espresioQ (r) como veremos dentro de poco, el lími- 
te de la suma de la progresión decreciente; y aunque 
■e la suele mirar conao si en efecto fuese la suma ver* 
dadera, ea añadiendo la circunstancia de que la pro- 
gresión esté continuada al infinito ; pero como esta' e» 
una palahra de cuyo significado no podemos formar- 
nos una cabal idea, advertimos que cuando ooa val- 
gamos de esta voz en algunas ocasiones, ao queremos 
dar á entender otra cosa, sino que la cantidad i que 
la apliquemos ha llegado á ser tal, que la diferencia 
entre ella y su límite es menor que cualquier cantidad 
dada por pequefia que sea; por consiguiente la susti- 
tución del límite en vez de ella , sólo ae debe mirar 
como una espresion abreviada del largo razonamiento 
que se deberla hacer para darla á conocer circunstan- 
ciadamente. Esto supuesto, la fdrmula (r) traducida eo 
regla bajo estos principios , nos dará que para hallar 1& 
suma de una progresión geométrica decreciente, conti- 
nuada indefinidamente, se dividirá el primer término 
por la diferencia que haya entre la unidad y la razón. 
Por esta causa la suma de la progresión 

Esc. 3." En este resultado observamos que siendo 
s la suma de tndos los términos, y uno el primero^ 
todos los términos que siguea al primero no raldráa 
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mas de i; siendo la suma total 2, y 1-+^=^ la de loa 
doB primeros términos, todos los qu'e sigaea al segun- 
do valdrán ¿ fice; luego en este caso ua término cual- 
quiera es igual á la suma de tocios los que le siguen. 
Esc. 3." Si la progresión fuese ■H-ü^r^ij/fi&c. 

cnja sama es j= ^ — 1=5, 

ae tendrá que como el primero vale t, los demás Tal- 
drán menos de i , esto es , i; el primero y segundo 
Talen i-+^=|=:J, que para^.=g, stílo le falta |^ esto 
es, menos de ^i luego aquí un término cualquiera et 
mayor que la suma de todos los que le siguen, 

£sc, 4." Si la progresión fuese ■^^'^•■¿í'tÍz'-^' 

cuya suma es <:= — -■= — =|i 

le tendrá que valiendo t el primer termino, los de- 
más valdrán |, esto es, mas que el primero; el pri* 
mero y segundo valen i-(-^|=:J^, que para ^ff, 
le faltan ^, que es mayor que |=^(j &c. &c.; 
luego en este caso un término cualquiera es menor que 
¡a suma de todos los que le siguen. 

Cor. general. Luego en una progresión geométri' 
ca decreciente, un término cualquiera puede ser iguaí^ 
mayor 6 menor , que la suma de todos los que le si- 
guen-, según sea cada término igual, menor ó mayor 
que la mitad del anterior. 

De ios logaritmos. 

306 Si reaaimos dos progresiones , una aritmética 
y otra geométrica, de modo que se correspondan sus 
términos como aqaf se vei 

{-=-4.7.10.13.16,19. 22 . £5 . s8 . 31 .fice. 
-H-3:6:i 2:34:48:96: I9!:384:768:i536:&c. 
los términos de la aritmética se llaman logaritmos de 
los corres pendientes de la geométrica, que toman el 
«ombie de niímeroi, Gomo son infinitaa Iss progresio" 
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nes que se pueden elejir , se signe qae es infinita li 
diversidad de logaritmos^ pero ci entre las progresio- 
nes se elije la aritmética, que principiando por o siga 
después por la serie de los udnieros oatu rales , y la 
geométrica que empiece por la unidad , entonces se 
tiene un sistema de logaritmos. V. g. 

■^■'"Va^'V ^ •/.-¿''■'^foriaanunsistein*. 
■ií-i:4;i6:64:256:io24:4o96:&c.J 

Donde debemos observar que los términos de la 
aritmética son los esponentes á que se ha de elevar 
el segundo término de la" geométrica , para producir 
cualquier términoj pues 64 v. g. es 4^, j 3'es el 
lojantmo ó término de la aritmética correspondiente 
á 64; y como puede elejirse cualquier otro niiu:ero 
para segundo término de la geométrica, resulta que 
también puede haber muchos sistemas de logaritmos. 

Esto entendido f se llama base en un sistema de 
logaritmos al segundo término de la progresión geo- 
métrica, cu^o logaritmo és la unidad, ^ de cu^yas 
potencias van resultando los demasj y logaritmo de 
on ndmero es el espoaenle á que se ha de elevar la 
base para producir dicho número. 

soj Sea, pues, a la base de un sistema cualquier 
n,x un logaritmo y z su nilmero,y se tendrá 

a:r:log.« ya" ó a °' =x; 
igualmente, siendo x'^log.z', 
se tendrá a^':=a *' =a'. 

1 .** Si multiplicamos estas dos ecuaciones, tendre- 
mos íJ*Xo*'=íz' d a''~*'^':mxz'i 

pero x-hx' es el esponente i que se ha de elevar la 
base a, para que resulte el producto zz'; 
luego será su logaritmo, y se tendril x-Me'=log.xi^i 
y como 3:=log.z y y=:log.¡í', 
sustituyendo resultará ]og.a-<-Íog.í'=:]og.zz'; 
que quiere decir que para hallar el logaritmo de un 
producto se kan de sumar los de ¡os factores; y el nú' 
mero que en las tablas del sistema corresponda á es- 
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tasuma^ xerá el producto. Así, si quiero multiplicar 
16 por E56, dir¿: l('g.i6:;:a, log.£56^4; 
y su suQia =6 será el iDgarilmo del producloí 
y como 6 corresponde á 4096, infiero que este ea el 
producto de 16 por 256, como en efecto se verifica. 
3." Dividiéndolas [iiisaiasdasecaacioiies,6eteodrí 

a*' z' a'* 

y como ahora x-—x' es el esponente £ que se ha de ele- 
var la base para producir el cociente 6 admero — , 
este esponente-será su logaritmo, y se tendrá 

ai— a;'i=log.— , ó log.z — log.z'=log.— j 

que quiere decir, que para hallar el logaritmo de ua 
cociente, se restaráel logaritmo del divisor del loga- ■ 
ritmo del dividendo ; y el número qde en las tablas 
corresponda á esta diferencia , será el cociente que se 
hosca. Así , sí quiero dividir 1 024 par 1 6 , diré': 

]og.I024:=g, Iog.l6:=SJ 

y Su diferencia ^3 será el logaritmo del cociente; y 
como este 3 corresponde al nilmero 64, este será el co- 
cieoteyse tendrá 1-^2^=64, como en efecto severifica. 

3,** Si elevamos á diferentes potencias la ecuación 
anterior a'zzz , á z—a*, será 

x*=:{ai*)'=;£('*, Ji3=(a*}3:=a3*,...2''=(a')''=a''*; 
de donde sale (por ser nx el esponente á que se ha de 
elevar la base a para producir z.") que 

1 og ■ ¡E "^rw:^ n I og . z; 
que quiere decir, que para hallar el logaritmo de una 
potencia, se ha de multiplicar el logaritmo de la raix. 
(ó cantidad) por el esponente de la poCenciayy el nu- 
mera que en las tablas corresponda alproduclo halla- 
do, será la potencia que se- pide. Así, si quiero formar 
la tercera potencia de 16, diré: log. 16=^2, 
que multiplicado por 3 (esponente de la potencia) da ój 
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y como 6 corresponde al uilinero 4096 , infiero qae 
163=4096 , como en efecto se veriiica. 

4." , Si de Ja ecuación z=a* estraemos raices de 
diferentes grados, tendremos 

X X _ X 

3 n n_„ 

de donde sale (por ser — el esponente á que se ha 



de elevar la base a para prodacir el niimero V^z )« 
"- * log.x 

que log.v^^ — = * 

n n 

qae quiere decir qne para hallar el logaritmo de una 
raiz, se ha de dividir el logaritmo de la cantidad por 
el ésponente de la raiz; y el número que en las tablas 
corresponda á este cociente , será la raiz que se pide. 
Así, si quiero estraer la raiz coadrada de 4096, diré; 
log.4o96=:6, que dividido por 2 (capónente de ia raiz) 
da 3 ; j' como 3 corresponde al niímero 64 , digo que 
64 es la raia de 4096, 6 que V'4096=64, 
oomo eo efecto se veriSca, 

208 Como el sistema de aumeracion sigue su ley 
constante de diez en diez , también ae ha elejido este 
ndmero para base del sistema logarítmico mas usual; 
de modo que para la formación de las tablas se bao 
reunido las dos progresiones siguientes; 

-i-o. 1.2.3.4. 5 , 6 .&c., 
^[:io:]00:iooo;ioooo:iooooo:ioooooo:&c. 
Si en ellas se interpolase entre cada dos términos 
nn niimero considerable de medios, los resultados fbr- 
marian dos nuevas progresiones sumamente largas; y 
tomando en la geométrica los niimeros naturales i, 2, 
3, 4, 5 &c, hasta loooo, hasta 108000, (de todas es* 
tas hay tablas impresas) hasta eooooo, (de estas las 
bay cajcnladas, pero no impresas) &c. poniéndolos ea 
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eolamna , y en otra i su derecha los térmioos corres- 
pondientes déla aritmética ó los I ogaritnios,se tendrían 
ibrinadas las tablas como vulgaraiente se presentan. 

£n todas las tablas de logaritmos está esplicada 
•o disposición particular, y las reglas para manejar- 
las; y como para entender estas dos cosas, suele apro- 
vechar mas media hora de viva voz del Profesor, que 
toda la esplicttcion que se puede poner en un Jibro 
de la naturaleza de este, y por otra partt en nuestro 
Tratado eiemenlal deciiDos may circunstanciadamen- 
te todo lo necesario para la inteligencia y uso de las 
de D. Tadeo Lope y Aguilar, que son de las que nos 
KrVimos, tanto en aquella obra como en esta, para 
todas las operaciones : j por otra parte , como esta 
misma esplicacion conviene á las otras tablas qu« 
hay publicadas , omitiríamos aquí todo esto , y sólo 
liaremos algunas observaciones. 

209 Puesto que io°=i, y io'=io, veremos 
que log.i^o, log.io^i; luego el logaritmo de todo 
niimero díjito 2,3,4 &c. ha de ser mayor que o y me- 
nor que I ; esto es, será un quebrado decimal, Igaal- 
taente, como io'=io y io'=ioo, se inferirá que el 
logaritmo de todo niimero de dos cifras, desde 1 1 has- 
ta 99 inclusive, ha de ser mayor que 1 y menor que 
s, esto es, será un entero y nn quebrado decimal. Del 
mismo modo se inferirá que el de todo niímero de tres 
cifras, desde lOi hasta 999 inclusive, será mayor que 
a y menor que 3; esto es, dos enteros y un quebrado 
decimal. Y en general que el logaritmo de todo ná- 
mero compuesto (sscepto la unidad seguida de ceros) 
consta de tantas unidades en enteros^ como cifras tie- 
ne el aútnero ménoa una ^ y de un quebrado decimal^ 
ti el niimero es la unidad seguida de ceros, su loga- 
titttiocomta de tantas unidades como ceros acampa' 
ñon á Ifs unidad -f y el quebrado decimal es cero. 

2IO. El niimero que espfesa los enteros cu los lo- 
garitmos ,, se llama característica, y el quebrado de- 
cimal se llama mantisa. 

Luego dado an niimero , se puede conopet inme- 
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diatamente !a earacterfsiiua de su logaritmo (209); 

Í' dado un logaritmo se puede saber inmediataiueute 
as cifras que ha de tener ej ndmero eo enteros, que 
son tantas mas una como unidades tenga la caravte- 
ristica; por esta causa se suele oiuitir Ja característi- 
ca ea algunas tablas. 

2 1 1 Los logaritmos de los raímeros que crecen en 
progresión décupla tienen una misma mantisa ; por- 
que ha^ de resultar de la suma del logaritmo del 
menor con el de 10, joq, iooo, &c. 
que SOR 1 , 2 , 3 , &c. sin mantisa. Y. g. la mantisa 
de 33 es la misma que la de 230, de 3300, de 
33000 &c. j porque 

330=33x10 y {§ 307, r.°) Jog.23o=Iog.23-f-log.iOi 
2300=33x100 y iog.3300^¡üg.33-i-log.ioo. 
De donde resulta que si se añade una unidad ó 
ta característica de un logaritmo , corresponde á un 
número diez veces mayor, ó equivale á multiplicar 
por diez dicho número j si se añaden dos unidades, 
equivale á multiplicar por 100 el' mismo número i y 
así sucesivamente. Y si se quita una unidad á la 
característica de un logaritmo , equivale á haber 
dividido su número por 10; si se le quitan dos^ equi- 
vale á haber dividido su mímero por 100, fíe. &c. 
312 Se llama complemento aritmético de un nií- 
men>, lo que le falta para valer la unidad seguida 
de tantos ceres como cifras tiene dicho uiimero. Asf^ 
el complemento de los nitmeros díjitos es lo que Íe> 
falta para 10; el de los niimcros de dos cifras, es lo 
que les falta para 100 , &c. De donde se sigue que 
para hallar el complemento aritmético de un míme- 
ro cualquiera, je restará la oifra de las unidades de 
10 y todas las demás de ^-,0 al contrario, que es lo 
mejor , se restará^ empezando por ¡a izquierda, cada 
guarismo de g, y el último significativo, ó el de las 
unidades de ¡o. Así, si quiero hallar el complemen- 
to de 357, diré: de 7 lí 10 van 3 j de 5 i 9 van 4; 
de 3 ¿ 9 van 6 ; y tendré que 
eomp. arit. de Z57^^^4ii 
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6 empezando por la izquierda diría : de 3 i[ 9 van 6; 
de 5 á 9 van 4, y de 7 -á 10 (porqae es el úlitm») 
van 3 , y tengo 6-43 como antes ; y haciendo la resta 
por el método ordinario (32) cooio aquí se ve (M): 
ee halla fo mismo. /mj. 

Si quiero hallar el de 8940, diré, era- "■ ^ 
pezando por la Izquierda: de 8 á 9 va i; - 
de 9 á 9 va o j de 4 á 10 (porque es el ^^' 
liilimo significativo) van 6; ae o á o, va , 
o ¡ y tengo comp.aritm. 8940=1060. "^ 

213 Se llama también complemento logarítmico 
de un número al complemento aritmético de «u lo- 
garitmo. As/, sí quiero hallar el coniplemcMü loga- 
rítmico de S5436 buscaré SH logaritmo, y encontrarií 
que es 4,9316409; 

y hallando el complemento de este, diciendo de 4 
á 9 van 3jde9á9 vao;de3á9 van 6 ¡ d^ i á 
9 van 8j de 6 á 9 van 3 j de 4 i 9 vaa 5j de o á 9 
van 9; de 9 á 10 va 1 : tendré que 
comp.Iog.85436=5,o68359i. 

214 El complemento aritmético convierte la ope- 
ración de restar en sumar; para lo cual se suma con 
el minuendo el complemento aritmético del sustraen- 
do, y en la suma se rebaja la unidad (ó unidades) 
correspondiente al complemento; esto es, en las de- 
cenas, si el complemento fue á id; en las ,,•. 
centenas, si el complemento fue á 100, fice. ^ o 
Así, 8Í quiero restar 438 de 787, con el 787 ^¿' 
.sumaré (A) el complemento de 438 que ea ^ 

562, y en la suma 1349 tacharé el millar, 

y me quedará la resta verdadera 349. 3'*' .^' 

£sto se funda en que en vez de quitar de 787 
el 438, le añado lo que le falta para mil; luego no 
8ÓI0 tendré qne quitar eJ 438, sino ademas el 562; 
y como todo compone 1000, por eso se bqrra en la 
■urna, donde corresponde, la unidad del complemento. 
E15 La importancia del complemento es cuando 
hay que hacer sumas y restas con las cantidades; 
pues entonces sumando los complementos de ¡as que 



D.3l.za..i.Gopglc 



1 70 ALGEBRA. 

se han de rettar, y rebajando las unidades donde 
corresponda, con una sola operación se hacen todas. 
Esto es lo que sucede en las proporcianes ,.ea que 
se quiere calcular el cuarto t¿riuÍDO por logaritqfo^ 
pues como su lagaritmo se compondrá de la EUina de 
los logaritnios de los medios, oíanos el logaritiiio del 
primero : en vez de sumar y restar, se suma con los 
logaritmos de los medios el complemento- logar itmicú 
del primero; y rebajando la decena en ¡a caracte- 
rística , se tendrá el logaritmo del cuarto término. 
Así, si quiero hallar por logaritmos el cuarto térmi-, 
no de esta proporción 864:i329::4.635:x, , 

con íog.i329= 3,1235250 

sumo Iog.4635:= 3,666049^ 

y compJog.864= 7,0634863 

y tendré Iog.3r=::*3,853o6io=Jog.7ia9,53; 

cuyo niimero será el cuarto término que se pide. 

S16 Por esteusas q^e seaa unas tablas, ounca 
pueden contener los logaritmos de todos los niimeros; 
pero por su medio se pueden hallar. £n efecto, si se 
quiere bailar el logaritmo de un ntiniero misto , se 
reducirá el entero á la especie del quebrado que le 
acompaña (71), y estará reducido á hallar el loga- 
ritmo de un cociente (207, 2."). Así, si se pide el lo- 
garitmo de 254, diré: log.25|=:Iog.^^= 
log.229—log.9=a, 3598353—0,9542425=1 ,405593o 
Si en vez de reducir el entera á la especie del 
quebrado , se convirtiese este' en decimal coa cinco 
guarismos, seria 25,44444;^ en este caso, poniendo 
I de característica, se .encontraría qne la mantisa es 

4o55854-^75-4055939'y'og•='5144444-^4055929* 
que sdlo se diferencia del anterior en i en el sépti- 
mo gusrif mo decimal , que ea nada iañuye. 

317 El logaritmo de todo quebrado es negativo 
ó defectivo , como manifiesta la ecuación t^^m^ en 
que si n ha de ser un quebrado, debe (itS) por pre- 
cisión la m ser nsgaíi»», pues la i)ase a es un oÁ- 
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mero entero. Pero como nosotros hemos aentado por 
regla geaera}, que cuando se hayan de calcular que- 
brados ee conviertan en decimales , eiílo trataremos 
de estos introduciendo el complemento logarítmico, 
para evitar los logaritmos negativos. Así, si quiero 
el iogaritmo de 0,37, diré: log-o,37=log.^^= 

log.37 — Iog.IOO::zlog.37-(-Comp.Iog.IOOj 
por consiguiente con log. 37:^1, 5682017 

sumo comp.log.iod=8, 

y tengo Iog,o,37=9,568aoi7. 

' Si fuera log.o,o37=Iog.Y§|^ , diría: 

con log.37— 1,5682017 

sumo comp.Iog.iooo=:^, 

y tengo lflg.o,D37^8, 56820*7. 

Si fuera log.o,oo37=Iog,y^^ , diría; 

con Iog.37=:i,5682oi7 

íurno comp.Iog. 10000=6, 

y tengo Iog.o,oo37=7, 56820 17; 

y del misoio modo seria Iog^,ooo3 7=6,568 30 i7,&c. 

Donde observando que en todos ellos es la man- 
tisa una misma, que es la de los guarismos signi'ica- 
tivos 37, y la característica respectiva g, 8, 7, 6 &c., 
se deduce por regla general , que el logaritmo de to- 
do quebrado decimal tiene por característica g, ó tan- 
tas unidades menos que 9 , como ceros hay entre la 
cOTna y los guarismos significativos , y por mantisa 
la mismii gue la de estos. 

' S18 Recíprocamente, si se pidiese el quebrado 
decimal á que correspondía un logaritmo dado, se 
pondría o y coma i después' se pondrían tantos ceros 
como unidades faltasen a la característica para 9^ 
y luego las cifras significativas que correspondiesen 
á la mantisa. Así, se tiene 9,6542343=log.o,45[o6; 
8,773571 j=log.o,059334j 7,3765770=103.0,00238. 
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Aplicación de los logaritiitos á la estraccion de ta 
rain cúbica. 

S19 Sí para formar el cubo de an niimero, pre- 
ferimos i la niuItipIicacioD el ejecutarlo por medio 
de los Jogaritmos {207, 3,"), respecto del 47 diremos: 

log.47^—3^'og-47=3X' 16720979=5 

5,oi6!937=log.io3823, 
que es en efeciu el cubo'de 47. 

Miia ^ara extraer la raíz cdbica de un niímero 
cualquiera, siempre se faarí puc logaritmos; para lo 
cuai , je dividirá {207, 4.") eLlogariímo del numero 
por el espoaente 3 ; y el número que corresponda á 
este cociente será la raiz cúbica^ exacta ó aproximada. 
Así, si quiero estraer la raiz cúbica de ¿92704 diré: 

3 3 

i,924z793=log.34; 
por consiguiente la raiz cdbica del mimero 592704 
* es 84 exactamente. El que lo quiera comprobar puede 
formar el cubo de ^4, y encontrará 593704. 
Igualoiente se tiene 

, 3/ — — '"g-754 a5 4 ,8775' 53 

IogV75425= = = 

3 3 

1,6258384=108-45,25"» 

log.V- 7854¿79545="^--^'''^^''' ^ ^'^''""^ = 
3 3 

3,298376a'=log.i987,8i59. 

. De las ecuaciones indeterminadas de primer grado. 

£20 Dejamos dicho (142) lo qne se entiende por 
probieoia iodeterminado, y eciiacíou indeterminada. 
Ahora añadimos, que se llama cantidad constante la 
que en una misma cuestión no puede tener mas de un 
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solo yalor; y cantidad variable, la que en una niisma 
cuestión puede tener todüs los valores que se quiera. 
V. g. si quiero dividir el is en dos partes, pueda 
decir que son 8 y 4, tí 7 y 5, lí 9 y 3, (í lo^ y iji 
(S 15 y — 3 &c,; donde veo que las partes en que vojr 
dividiendo el 13 son diferentes, y por lo mismo soa 
variables^ y el iz, que perriíanece uno mismo, es 
constante. Él námero de soluciones de una cuestioD 
indeterminada, se limita en machas ocasiones ponien- 
do por condición el que los ndmeros sean enteros y 
positivos. Las cantidades constantes se seüalan con 
las primeras letras del alfabeto, y las varialüles coq 

las dltimas j así, axázbzsu: qae da z= — ^ — , 
b b 

es la forma genersl de las ecuaciones indeterminadas - 
de primer grado entre dos variables x y z. Pasemos 
i resolver algunas cuestiones. 

s£i 1.^ Hallar dos niímeros cuya suma sea 16. 
Res. Sean x y s los dos niímeros que busco, y 
tendré planteado el problema en la ecuación 
ar+x^ió, que da z=t6 — a:. 
Ahora, dando valores í x, irán resultando para 
X los que aquf se ve: 
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eerá z=i6, 2=15, s=i4, «=13, z=i2, x=.t i, 
x^ 6 , x:=:j, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 
x=io, x=9, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, I, o,— 1. 
Donde se ve que la primera y penültima no son 
«oluciones , porque no dan dos niímeros , pues resulta 
■nno de ellos ^a. La lihima tampoco es solución, por- 
que resulta un número negativo; y 'observando que- la 
solución jc=8 á que corresponde ¡t^8, no da dos nd- 
m^ros diferentes, se deducirá que el iníiuito número 
de soluciones que se podian dar á la cuestión, queda 
reducido á etilo siete; pues v. g, la 3:^5 queda z=:=ti, 
es lamismaquelaar^i i queda «=5, Por consiguien- 
te, la cuestión en números enteros positivos y diferen- 
tes, sólo admite estas siete resoluciones: 



c^yCpogle 



X 74 Xlobbra. 

I y '5; s y i4;3 y '3i 57 "5fiy'0}77 9■ 
2S2 2.' Dividir 5'^ eñ das partes tales que la una 
sea divisible por 4, y la otra por 7. 

Res. Püeí^to que la uoa ha de ser divisible por 
4, la podremos llamar 4«, y la otra será 723 y tea- 
driíinos 4¡ir-4-7Z=:53. 

Ahora je despeja la x, ó en general la variable^ 
que tenga menor coeficiente ; si en su espresion resul- 
ta quebrado^ se igualará con otra variable del mismo 
signo que la del quebrado ; se despeja esta ; y si en 
su valor resulta quebrado , se hace lo mismo , hasta 
llegar d una variable que determine exactamente la 
anteriar^-y en este caso, se va sustituyendo en los va- 
lores de las antecedentes , y se tendrán las del pro- 
blema , que sólo dependerán de la última ; se dan 
valores á esta, y se van formando las soluciones que 
satisfarán al problema. Así, aplicando este método é 
la anterior, como se ve en (A), despejando x y sacan- 
do los enteros tendré la (ec.B); igualo el quebrado qne 
tne ha resultado, con otra variable u, y tengo el va- 
lor (G); (le poD^ el signo meaos, porque el onmendor 
debe ser negati- 
vo, si ha de ser (A) 43H-^ii:^$3 
entero, y de con- ,- 

siguiente el co- (B) <= ^^^ «t3- g -i ^' 
cíente de partir 4 4 

por 4 también i— « 

lo será); despejo (C) — ^-^^— u ó i — 3^=— 4» 
en esta la z y 4 

tengo el valor „^^ 

(D)¡ Igualo el (D) k= =ai-h 

quebrado con t, 3 3 

y teng" 'a (E); • u+i 

despejo la u y (E) =t 6 «+i=:3í 

tengo el valor 3 

(F;; ahora sus- (F) a=3í— i 

tiiuyoestevalor ÍG) «=3í— i-i-é=4í— i 

de « y í en el de (H) ír=i3— 4Í-1-X— 3í+i=:ij--7/ 

B (D), y se con- 
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TÍerte en (G); swgtitnyo el de z y el de u en el (B) de 
X, y sale el (H). Donde tengo los valores de las varia- 
bles del problema, que sdlo dependen de le variable 
ti doy, pues, valoree á esta eoipezaado por cero, y 
tengo que 

st í= o, ír=i, í^a, t^ 3 
sale z=:— -I, «=3, «—7, zz= 11 
y !r= 15, *=8, ¡(=1, *=— 6. 

El valor í=o y 1=3 do satisfacen , porqne dan 
negativa una de las partes del 53 j luego sdlo tiene 
el problema dos solucioaes : primera t^i , que da 
K— 3 , y jc=8, y las dos partes 4* y "¡í del niimero 
seráa 32 y 21 , cuya suina ^53; 
y segunda í=2, que da *=7 y ar=:i; y las doi partes 
del ndmero serán 4 y 49 , cuya suma =53. 

223 3,' Vn mercader compra paño de á 61 reales 
la vara, y paño de á 78; al ajusíar cuentas encuentra 
que el paño de á jÜ le ha costado 97 reales mas que 
el de a ói , cuánto compró de cada clase 1 

Res. Sea x el paño de á 61 , con lo que 61a: sní 
su valor; por lo mismo también será 782 el valor del 
paño de á 7^ i y como el de i 78 le ha costado 97 
reales mas , se tendrá planteado el problema en la 
ecuación 6it-i-97=;78z, tí ÚJX^^Qz — 97. 

De la que aplicando el mismo raciocinio de antes, 
se sacará después de haber sustituido las variables 
u, I, í, r, g, que ^=785+47, y x=6iq~t-^ñ. 
Por consiguiente, dando valores, resulta que pu- 
do comprar las siguientes varas de 

VSií=:o, r , '2 , 3 , 4 , 5 , fitc. 

pafio ieí6i< «=47,125,203,281,359,437, &c. 

Idemdeá78¿ «=38, 99 ,160,221,282, 343, &c. 

Cuyos ndmeros satisfacen i la eondicion de valer 

siempre 97 reales mas el paño de á 78 que el de á6t, 

2)e las permutaciones y comhinacionet. 

S24 Se llaman permufaciones los diferentes mo- 
dos de disponer ó colocar mucbas cosas las unas con 
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respecto á las ottagj y ae llaman eomhinacionet los 
diferentes modos de tomar muchas cosas de una en 
una, de dos en dos, de tres en tres &c. sia atender 
al (jrden con que se han de colocar. 

Sean , pues , las cosas por permutar las letras del 
alfabeto. Si tuviéramos una sola letra tal como a, es- 
ta no adinitiria nada mas que una permutación. Si 
tomamos ahora dos letras a y ¿, se podrá poner la a 
antes 6 después de la ¿, en esta forma a¿, ba ; luego 
doS letras se pueden permutar de 3x1 maneras. Si 
suponemos ahora otra tercer letra e, esta se podrá co- 
locar al principio, en medio y al fín de cada perma- 
tacioo de las anteriores, y tendremos las seis sigaienteB 

cab , ach , abe , da , bca , bac; 
luego tres cosas ofrecen un udmero de permutaciones 
éspresado por 3x2x1; 

y en general siguiendo el mismo raciocinio, determi- 
naríaiuos que un ndmero n de letras d cosas, ofrece ua 
niimero de permutaciones espresado por 
'n(n — \){n — 2)(n — 3)..,aXi. 
Esprodijioso el numero de permutaciones que ofre- 
cen las cosas ; pues si suponemos que en una clase 
entran nueve discípulos , y se quiere averiguar los 
diferentes modos de que podrán colocarse, este nú' 
mero estará espresado por 

9x8x7x6x5x4x3x2x1=362880; 
T suponiendo que cada cinco veces que se colocasen, 
lo hiciesen en un minuto, necesitarían 50 dias, 9 ho- 
ras, y 36 minutos. 

225 Si de las cosas que se dan para permutar 
fuesen dos iguales, el dtímero de permutaciones se 
reducirla á la mitad, ó se deberla partir por 2^:3x1: 
como se ve en ab y ba, pues si a^b no bay mas que 
una aa ó bb. Si de las tres letras a,b,c, que dan seis 
per ilutación es, fuese a^¿; no habría mas que las tres ' 
c¿¿, beb^hbe, que es la mitad. Si hubiese tres letras 
iguales, el ndmero de permutaciones se reducirla á la 
eesta parte, ó se deberla dividir por tí:=3Xaxi: 
como se ve en las seis permutaciones que daa o,¿,c; 
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pues si a^=c, se reducen i una aola aaa 6 bbb ó 
ccc. GoDtlnu3Ddo del misino modo se deducirá que sí 
hubiese cuatro letras iguales, se debería dividir el nii- 
mero de permutacioaes por 4x3x2x1; 

Íea general que si hubiese m letras iguales, se de- 
eria dividir por )7í(/íi— i}(ni— b)...6í<sX4X3X2XI. 
3i6< £11 las combinaciones generalmente se pone 
por condiciou, que no se repita ninguna , cuando se 
ibrman las de dos en dos , de tres en tres, &c. Así^ 
si se toman para combinar las diez letras a, ¿, c, <í, 

')/> 5) A) ' t ^.1 1^6 uiü en DDa , darán 10= 

combinaciones. Si se quieren combinar de dos en dos, 

la a da las 9t^b,, ac, ad.,,ák^ 

la b daría otras 9,¿a, ¿c, bd...bk^ 
y cada una daría 9; de modo que el ndmero total será 
10x9 ; pero como ab y ba^ no dan mas de una com- 
binación , y cada una se repetirá también dos veces, 

el ndmero de combinaciones diferentes será =45. 

2 

Si las ini«nag letras se quieren combinar de tres 
en tres , cada doa darían ocho diferentes , cuyo .total 
seria 10x9x8; pero como cada seis no formarán mas 
de una combinación diferente, s* deberá partir dicho 

10x9x8 

número por 2x3 , y dará =ibo. 

2x3 

Del mismo modo se sacará que de cuatro en cna- 



2x3x4 
j Bsf sucesivamente. 

CoF. Luego el jugador de lotería que acertase los 
cinco estrados , puede ganar 

5x4 , 5x4x3 

:=ro amboi: y =:io ternosu 

a 2x3 
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Proposiciones importantes, acerca de las caatidadet 
constantes y variables, y de los límites, 

937 Teor. Si una cantidad varipble X al pasa 
que crece se acerca á la constante B , la constante B 
será mayor que la variable X. 

Dem. Sino es B>JS', será B=X^ 6 B<.X. 
No puede ser B^=JC^ porque enttíncea, si X crece se se- 
para del valor de £ ; y sí vueJve á crecer se volverá 
á separar mas; y & cada paso que vaya creciendo, ae irá 
separando del valor de £; lo cual no cumple con ia 
circunstancia del teorema, que es aproximarse X á£ 
al tiempo que crece ; luego no puede ser B^lX. 

Tampoco puede sermeuor; pues si B<iX, al' paso 
qae X crezca-, se diferenciará mas de £ ^ y por lo 
mismo no cumple con la circunstancia de que X ti 
crecer se acerque á B; luego no puede ser B-<.X; 
luego si B- no puede ser igual ni menor que X será 
ií>X, que era L. Q. D. D. 

338 Teor. Si una cantidad variable X al paso 
que mengua , se acerca á la constante B, esta B será 
menor que X. 

Dem. £n efecto, sino eg B<X, será igual 6 ma- 
yor. Si es ÍS=jr, y X menguD, se diferenciará de £1 
y si vuelve á menguar, se diferenciará mas; y al paso 
que vaya menguando, se irá diferenciando mas de B^ 
lo que no puede ser , pues la condición del teorema 
exije que se vaya aproximando. 

Tampoco puede ser B>X, pues al paso que X 
mengüe, se irá diferenciando mas de B, que tampoco 
cumple con lo enunciado. Luego si B no puede cer 
igual ni mayor que X, será B<.X, que es L.Q. D. D. 

339 Teor. Si dadas dos cantidades desiguales^ de 
la mayor se guita ¡a mitad, y de lo que quede la mi- 
tad, y así sucesivamente, se llegará á un resultado que 
será menor que la otra cantidad, por pequeña que sea. 

Espl, ^ean £ y K estas dos cantidades (esto es, 
£ tan grande y K tan pequeña como se quiera)^ digo 
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qqe BÍ de la major B se quita ]a mitad, y de lo que' 
qnede lá mitad , y asi su cen va mente, Uegaré á tener 
os residno menor que la otra cantidad K, por peque- 
lía qae esta sea. 

3)em. Multípll'qtiese ÜTpor un oiimero n, tal, qne 
el producto nJCsea mayor que B, y ai mismo tiem- 
po sea el múltiplo mayor mas aproximado al valor de 
£ ; y en este caso Ber¿ B<,nK. 

Ahora, si estas cantidades son desiguales, tamMeo 

teadiáa desisnalea sua mitades^y se tendrd — < ; 

E s 

pero si en vpz de tomar la mitad de nüT, ae quita so- 
lamente K (que serj igual con la mitad de nK sdlo 
cuando n=;a , y en todos los demás casos será menor 
qae la mitad de nA!), con mayor razan quedartÍD dea- 
ignaJesj luego ^B<:nK-~IC={n^t)K. 

Si de estss cantidades desiguales quitamos la mi- 
tad, también quedarán desiguales; y si de la mayor 
quitamos menos de la mitad (como será quitar K en 
el caso de qae (n~i) sea mayor que s), con mas ra- 
zón quedarán desiguales , y se tendrá ¿fi<(n— a)iCj 
y como siguiendo quitando á la menor la mitad, / 
i la mayor Ja cantidad K (que sdlo será igual con la 
mitad en el caso de qoe el milltiplo que r^ste dé K sea 
el duplo) los resultados quedarán siempre desiguales: 
tendremos que al haber hecho un niimero de divi- 
siones y restas , espresado por n — i, los resultados 

—1^ y nü:-(n-i)i&=iC, 

B 

quedarán aun desiguales, esto es, - ¿^^ <jr; 

luego K será mayor que el residuo que dos quede de 
haber quitado á fi la mitad, y á lo que qnede la mi- 
tad &c. que es L. Q. D. D. 

Cor. I .° De aquí resulta qae si de dos cantidades 

' desiguales de lo mayor se quita mas de la miíad^ 

y de lo qua quede mas de la mitad ^y así sucesiva- 



. .y Google 



l8d /caSBRA. 

mente ^ eon moa mzon podemos asegurar que lo que 
resulte y podrá ¡legar d ser menor que una cantidad 
dada ■, por pequeSa que sea. 

Cor. 9.*^ TambicD resulta que podemos concehir 
á toda variable un valor menor que cualquier otra 
cantidad dada , por pequeña que sea. 

Porque se puede suponer que la ley de ao varia- 
ción sea ei irse haciendo sucesiTaoientc doa veces ó 
mas de dos veces menor. 

Cor. 3.* Y como un producto (61, 3.°) disminn- 
ye si paso que mengua ano cualquiera de sus facto- 
res , cuando se quiera hacerle menor que cualquier 
cantidad dada , basta hacer d uno de los factoret 
sucesivamente dos veces 6 mas de dos veces menor. 

130 Teor. Si la variable X se puede acercar a un 
mismo tiempo (creciendo 6 menguando) tanto como 
se quiera á dos constantes A, B, dichas constantes 
terdn iguales. 

Dem. Sino es A=B^ será A=B+K; 
y entdnces acercándose X Á A tanto como se quiera, 
DO se pudra acercar á B al mismo tiempo, pues se 
acercaría i B+K, y lo impediría la cantidad K; y 
como por el supuesto se puede X acercar i A j B i 
un mismo tiempo tanto como se desee, se sigue que 
no puede haber ninguna diferencia entre ellas; lue- 
go serán iguales, h. Q. D. D. 

231 Teor. Si dos variables X , Z , creciendo ó 

menguando , se pueden acercar tanto como se quiera 

á dos constantes A , B , Ja relación de las coTUtantes 

será la misma que la de las variables , y se tendrá 

A:B::K:Z. 

Espt, Esta proposición tiene dos partes, á saben 
cnaiido las variables crecen , y cuando menguan, ó 
lo que es lo mismo : primero, cuando A>X, B>Zi 
y segundo, cuando ^<X, B<.Z. 

Dem. 1.° Sino se verifica que A:B::X:Z, 
será A^B^X-.Z, ó A:B<iX:Z. 

Si A:B->X:Z^ podremos hacer que crezca el an- 
tecedente JT de la seguada razón lo suficiente , para 
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gne esta resalte ignal con la primera; y SDponiíeado 
que sea X' dicho antacedente, se tendrá 

A:B::X':Z{a,), siendo X'->X; 
pero por pequeña que sea la diferencia X'—X, todavía 
por el supuesto puede ser meuor la diferencia jÍ — Aj 
luego será A—X<.X' — X; 

y como estas dos difereDcias, desiguales, tienen el niia- 
mo consecuente, el antecedente déla primera (i^icor,^ 
será menor que erde la segunda, y se tendrá Á<.X'. 
Comparando estas dos cantidades con una misma 
£, cuando se compare la menor se tendrá (i^icor.) 
menor razou , y será A:B<.X':Bi 
pero (prop. m) A-.Br.X'-.Z-^ 

luego sustituyendo esta segunda tazón en vez de la 
primera, se tendrá X':Z<.X':B; 

Í' como estas dos razones tienen ua mismo antecedente, 
a menor tendrá (171 cor.) mayor consecuente, d lo qu« 
es lo mismo , será Z'>B^ que es contra «1 supuesto; 
luego no puede ser A:B>X:Z. 

Tampoco puede ser menor; porque si^:B<.X:Z, 
podremos hacer que crezca el consecuente Z ie U 
segunda razón , para que mengüe esta y resulte igual 
con la primera; y representándole por Z\ se tendrá 
A:B:.XzZ' (n) y Z'->Z\ ■ . 

pero por pequeña que sea la diferencia Z'—Z, pueda 
■er aun menor la B — Z por el supuesto; luego será 
B~Z*^Z'~Z, lo que da B<Z'. 
Comparando ahora la cantidad .<^ con estas doa, . 
cuando se compare con la menor B, se tendrá mayor 
razón, esto es, A:B:>A;Z'; 
pero (prop. a) A:B::X:Z'; 

luego fluatitiiyendo ae tendrá X:Z'>A:Z'i ■> 

y como estas dos razones tienen un mismo consecneiir 
te, la mayor tendrá mayor antecedente, y dará A>^ 
que también es contra el supuesto; luego sino puede 
ser AiB> ui <X;Z, será A:B::X:Z, . 
que era L. r.*>Q. D. D. . 

8.** £n el caeode A<Xy B<.Z, tendríamos qee 
tino íaat A:B:iX:Zi señí A.B>, á<.XJi. . 
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Sapongacnc» en primer lugar que A:B>XtZ^ 
en cayo caso se hará A:B::X:Z' (o), siendo Z'-<Z\ 
y discurriendo como antes sacaremos Z~-S<.Z — Z'i 
de donde (171 cor.) sale £>¿'; 
comparando ahora la A con estas dos cantidades, dirá 
A:B<.A:Z', y ca virtud de la (prop. o), será 
X:Z'<A:Z', que (171 cor.) da X<,A , que es contra 
el supuesto; luego no puede ser A:B>XiZ. 

-Tampoco puede ser menor; porque si A:B<Z^Zf 
te podrá hacer A:B::X':Z (p) , siendo X'<iX; 
y siguiendo el raciociuio del caso anterior se deduciri 
que X—Ak.X—X', lo que nos dará Ay^X'; 
y comparando con una misma cantidad B, se tendrá 

A:B>X':Bs á (prop. p) X':Z>X':B, ■ 
de donde resulta Z<B, que también es contra el sn- 
puesto ; luego sino puede ser AzB'>- ni -^X-.Z ^ 
Krá A:B::X:Z , que es L. Q. D. D. 

Cor. De aquí resulta que si la segunda razón fue' 
te de igualdad, la primera también lo seria; ó lo qne 
es lo misino , si las variaciones de X y Z juesen ta- 
les que en todos los casos se tuviese X~Z, je tendría 
A — P , d las constantes serian ifftales. 

Ese. 1 ." El caso de A>X y B<.Z no tiene logan 
porque cuatro cantidades de esta especie, comparadas 
ordenadamente, jamas pueden formar proporción. 

. Esc. s.° Los principiantes deben procurar fami- 
liarizarse mucho con el lenguaje. de la demostración 
. anterior; pues en lo sucesiTu edlo pondremos las des- 
proporciones y consecuencias que de ellas resulten, ' 

S33 Cuando una cantidad variable se puede acer- 
car á otra constante tanto como se quiera, de manera 
que la diferencia entre ellas pueda llegar á ser menor 
que cualquier cantidad dada, pero sin que jamas pue- 
dan llegar á ser iguales , se llama á la constante lí- 
TBite de la vfiriable. 

En la idea delimite están comprendidas esencial- 
mente dos : la primera que la cantidad se pueda acer- 
car al límite tanto como se quiera; y la segunda qac 
jtaias pueda llegar i serle igual. 
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Por esta «aasa :4y B {$ ajo) son el Umitf de X; 
y sqnella proposición quiere deüir, que s¡ dos cantidu' 
dea son límite de una tercera^ son iguales entre sí, 
Jgualiaeate (§ ají) jÍ es el límite de ^ y £ el de Z; 
y dicha proposician 'quiere decir, que si dos variables 
al crecer ó menfftar, se acercan respectivamente á sus 
límites, la relación de estos es la misma que la de las 
variables. 

233 Zbda cantidad variable tiene dos límites: uno 
verdadero que es o; y otro que es un limite considera- 
do^ y se representa por ¿. 

En efecto, si x es dicta variable, y á cada varia- 
cloD se va con virtiendo eo ser la mitad ó loeuor que 
la mitad, al cabo de cierto tiempo llegar j á ser me- 
nor que cualquier cantidad dada, por pequeña que seaj 
y por lo misuiü la diferencia entre x y o podrá llegar 
a ser lueaor que, cualquier cantidad dada. Por otra 
parte, x jamas llegará á ser cero, mientras permanez- 
ca cantidad ; luego el o tiene las dos circunstancia 
esenciales al límite, y podo mismo es el límite ds 
las cantidades que decrecen. 

Ahora, si en la espresioQ — 6 — , la « va dis- 
it *. ■ 

lainuyendo, — ó — irá aumentando; y coinq Jt poe- 



de disminnir tanto como se desee, resulta que — , <S — í, 

XX 

podrá llegar i ser mayor que toda cantidad^ asigna- 
ble; pero X al disminuir se va acercando continua- 

a ■•■■ i ■ 
méate á su límite o, luego la espresion — é ^— 



se irá acercando continuamente i — ó — ; , 

o o 

qae es el limite de las cantidades que crecen, 
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Ése. Este límite no es verdadero; porqae no 
Gontieae la s^unda propiedad del límite; en efecto, 
no se paede suponer que siendo Z una variable, qne 
va creciendo,' !e falta para llegar á ser ¿ la cantidad 
K; porque ent<ínces añadiendo á Z Ih K, debería ser' 
Z-4-iC=3', y por consiguiente ^ no podría esceder de 
Z+K, que es contra el supuesto de que ¿ puede ser 
mayor que toda cantidad dada , por grande que sea. 

£34 A la esprefiioa 3 se le suele dar el nombre 
de infinito , y se sefíah con este signo 00 ; de m>ne> 
xa que § é 00 representan una misma cosa. 

Puesto que ^'=00 , si quitamos el divisor cera 

Tssoxoo; y dividiendo por 00, será — ===0; 
00 

lo que suministra otro medio de representar el cero, 
limite de las cantidades que decrecen. 

335 La espreston 1=0x00, ó a=oXoo, da i co- 
nocer que una cantidad cualquiera se puede suponer 
representada por cero multiplicado por el infinita. 

Si en ves de 00 ponemos sa valor — ó íy será 
o 
a axo 

T si en vez de o -sustituimos — , será ^ 

r .00 

' 0=0x00=: — xow= — ; 

00 00 

donde se ve que también es símbolo de ana cantidad 

cualquiera, la espresion — ó — . 

- h ■ . o . 00 

336 Todos estos símbolns sirven para indicamos, 
cuándo las circunstancias con qcie tratamos de deter- 
minar una cantidad , son ínsufícíentes para este ob* 
jeto , por convenir i cualquier cantidad en ¿eoeral. 
V. g. esta cuestión. 
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Un hombre , á quien se pregunta cuánto dinero 
tiene , responde •■ si al triplo de mi dinero añado 5 
duros, tengo dos veces la séptima parte de ai,, mas 
cinco octavas partes de veinticuatro vetes mi dinero 
partidopor cinco, menos un duro. Cuánto dinero teniat 
Res. Llamando x á dicho Diiaieai , tendrá plan- 
teado el problema en la sigoieote ecuación: 

2 5 24a; 

3«+5=:— X2I-Í— -X— li 

7 *> 5 

qae practicando lo dicho (150), tendré 

«xíi-s-r ^—5-1 6-5-1 o 

que da *= = 7T:r= = — ■ 

3— fx^ 3—40^ 3~3 ° 
Lo que niaaiáesta que la cantidad x puede tener 
nn valor .cualquiera. Para que no ae estrañe este re- . 
aultado, se ejecutarán las operacioues indicadas en el 
Kgundo miembro de la ecuación ,, y se tendrá 

3aH-5=^?-+-i^jE— 1=6+3*— i=3*-+-5i 
que quiere decir que el triplo de dicho numero mas 
CIRCO, es igual con el mismo triplo mas cinco. Y como 
cualquier cantidad es igual con ella misma , resulta 
que toda ecuación en que los dos miembros estái re- 
presentados por una misma cantidad, no puede servir 
para determinarla; y por lo mismo el cálculo debe 
indicar en el ultimo resultado, que cualquier canti- 
dad cumple con la circunstancia exijida. 

Esc. Esta clase de ecuaciones se llaman idénti- 
cas \ y aunque las cspresiones que se redacen i g 
pueden tener en geueral un valor cualquiera, haj 
caeos particulares en que no tienen mas de uno soío 
y determinado , como veremos á su tiempo. 
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GEOMETRÍA. 

PARTE PRIMERA. 

Nociones pretiminareí 

337 yJ'eometrta es la ciencia que trata de ave- 
riguar las relaciones y propiedades de la estension, 
eii cuaato terminada ó figurada. De- coaaigaieote, en- 
tre tudas las propiedades de los cuerpos que hemos 
dado Á conocer (iotr.), la Geometría sdlo coasidera 
Ja estension y h figurabilidad. 

Para adquirir una idea exacta de la estension, se 
observará que un cuerpo cualquiera , v. g. un libró, 
en cualquier paraje que esté, ocupa una parte del 
espacio; / quitado de aJIf, la parte del espacio se que- 
dará donde estaba, la cual es la estension del libro. 
- - JDonde se ve que el objeto de la Geometría no es 
Is estension impenetrable del cuerpo, sino la parte 
del espacio que ocupa, en donde se pueden ir colo- 
cando sucesivamente otros diferentes cuerpos. 

Todo cuerpo es estenso en tres sentidos diferentes 
qiie se llaman dimensiones; cada una de estas tiene 
su nombre particular, relativo al modo con que se 
considera el cuerpo. Así, Ja dimensión que al mirar 
un cuerpo es la mas larga, se llama longitud ^ la que 
constituye lo ancho del cuerpo,' se llama latitud ; y la 
que constituye el grueso, altura -d profundidad, se IU< 
nía profundidad ó grueso. Así, en el libro (fig.i) visto 
de plano , lo que hay desde A á B es la longitud; lo 
que hay desde B á D la latitud; y lo que hay desde 
B i G su grties6; pero 6Í se mira el libro de canto, por 
la parte.DFGB, entdnces se llamará longitud á la DB, 
latitud á la BG , y profundidad á la AB , que áates . 
era la longitud. 

238 La estension de un cuerpo se llama también 
voliímen ó cuerpo geométrico; y aunque para cojiati* 
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tutrla son Indispensables Jas tres dimemiones , á pur 
mejor decir, aunque en la estension de tndo cuerpo 
existen simultánea mente las tres dimensiones , sin 
embargo por medio de la abstracción podemos prescin- 
dir de una, de dos, y aan de las tres. Así, prcscin- 
diendo del grueso fiG, queda sola la esteosioo con las 
dos dimeasionee, longitud AB, y latitud BD, que es 
lo qne se llama superficie. 

Si en esta prescindimoa de la Jatitud £D, queda 
la idea de estension en sola longitud , que se liams 
linean y si ahora prescindimos de esta longitud, no que- 
dará absolutamente nada de la estension; y i esta idea 
que resulta, se le llama punto matemático. De m^odo 
que así como para formarnos idea de la nada 6 de cent, 
es necesario prescindir de toda cantidad, igualmente 
para formarse una idea cabal del punto ^ es necesario 
prescindir de toda estension j por manera que ptmUt 
matemático., y cero ó carencia de toda esteasioa , es 
una misma cosa. 

939 De todo lo dicho resulta: i.^que la superfi- 
cie no tiene nada de grueso , y que es el límite de 
tos cuerpos-) pues para formarnos su idea prescindimos 
de él ; pero ai en vez de prescindir de una ves, su- 
ponemos qne va disminuyendo poco-á poco, el cuerpo 
se irá acercando i la saperficie, sin que jamas pueda 
confundirse con ella, hasta que el grueso se reduzca 
á cero , esto es , hasta que no haya cuerpo , que son 
las dos circunstancias del límite (333)' 

2." Que la linea no tiene nada de grueso ni d» 
anvfio , y por lo mismo , es el limite de la superficie. 
3.** Que eí punto no tiene ninguna dimensiott, y 
«s ei límite de la linea ,y de toda estension. 

a\o La línea se divide en recta y curva; \iae^ 
recta es la que tiene todos sus puntas en una misma 
dirección ; esto es , aquella que está dispuesta de tal 
manel'a, que colocándose en uno de'sas estremo?, que- 
dan ocultos todos sus puntos intermedios, como suoer 
de en las alamedas puestas á cordel , y coa los guies 
de un regimiento cuando están alineados; tales son ias 
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que qaerenH» representar pur las AB, BD, -CD, &c. 

Curva es aquella cuyos puntos no están todos en una 
misma dirección, como Ja DF, BG, &c. 

241 La superñcte se divide en plana y curca; se 
llama plana, aquella cuyos puntos están todos tan al- 
tos tos unos como ios otros , como la ABDC; y curva 
aquella cuyos puntos no están todos tan altos los unos 
como los otros,, como la CDFE. Ademas, las euper6cies 
y líneas carvas, poeden ser cóncavas y convexas : la* 
cualcstomao estas denominaciottes , se^n el aspecto 
b^joque se miran. 

341: La Geometría tiene tres partes : la prioiera 
trata de las líneas j la segunda de las superficies; ylt 
tercera de los volümenes. 

£!a la primera parte se snpone que todas las líneas 
están trazadas sobre un plano matemático, que es una 
superfiL-ie plana (241 ) que concebimos sin Ifoiites , y 
cou tal perfección cual no existe en la naturaleza. 

343 Una recta queda determinada, en Jijando do» 
de sus puntos. Porque la esencia de la línea recta, es 
que todos sus puntos estén eu una misma dirección; y 
como en la idea de dirección sdlo entra la del panto ó 
paraje A (fig. s), de donde se parte, y U del punto ó 
sitio B i que uno se dirije, se sigue que los puntos, 
intermedios deben quedar cubiertos pnr los estrcmoa 
A r Bj 7 los que sé supongan i la izquierda de A le 
' ^eíMUiCubrir, como igualmente los que se supongan 
Á la derecha de B , deben quedar cubiertos por él. 
Pera este conocimiento ha provenido iólo de los dos 
puntos A y B ; luego dos puntos determinan la posi- 
ción de una recta. 

244 Vn punto no es suficiente ; porque desde od 
panto O se puede ir á todas parles; y en el noismo 
punto O pueden concurrir todas las direcciones que 
se quieran. 

Cor. I.** Desde un punto A á otro B (fig. 3) no 
se puede tirar mas de ana linea recta; pero si infi- 
nitas curvas. Porque si se pudiese tirar mas de ana 
recta, no bastariao des piíatus para fijar sa ' posicíoo; 



)j,:», -.Google 



OEOHBTRÍA. 189 

pero no yendo ea línea recta, se podrá ir-por ACB, 
ó por ADB, Ó por A£B &c. 

Cor> a.° La distancia entre dos puntps st debe 
medir por una rectas porqae es la ünica qt¿^se paedo 
tirar de su especie. 

. Cor. 3.'' ¿os rectas no pueden encontrarse mas que 
en un punto ; porque si se encuntraseo en dos, se cop- 
fundirian en una sola; y de consiguiente no habria 
dos rectas, qne es contra el supuesto. 

s45 Por suponerse las rectas tiradas en un mismo 
plano, y no tener este límites , inferimos que cuando 
se Docesite, se podrán concebir prolongadas d acorta- 
das las líneas; y que en siendo rectas se podrán su- 
perponer, de manera que se confundan en un todo sí 
son iguales, deu aquella parte que tengan de común; 
y recíprocamente, si at superponer doS rectas se con' 
funden sus estremos , se habrán confitndido en toda 
su longitud , y de consiguiente serán iguales. 

£sc. Se dice que dos líneas tienen nna cbmun 
medida, ó que soo comensurables, cuando ambas conr 
tienen i ana> tercera de su misma especie un niioiero 
exacto de veces. 

246 Entre la infinidad de curvas que pnede con* ' 
eebir nuestra imaginación , la Geometría elemental 
sdlo considera la circunferencia de circulo, que es 
una línea curva reentrante, cuyos'puntos distan iodos 
igualmente de uno que se llama centro: tal es (fig. 4) 
la AEBD, cuyo centro es C. El espacio ó superficie 
que encierra la circunferencia, se llama círculo. Las 
rectas CA, CE, &c. que desde el centro van á parar 
á la circunferencia , se llaman radíos i los cuales son 
todos igoales, por medir (344 cor. s.") la distancia de 
la circunferencia al centro, y ser dicha distancia una 
misma en todos los puntos. * 

Toda línea DCE, que pasando por el centro ter* 
mina con sus estremos en la circunferencia, se llama 
diámetro; por consiguiente el diámetro es igualado» 
radios ó al duplo de uno; y como lodos los radios ioo 
iguales, también ¡Q serán los diámetros. 
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Sac. Para tirar rectas y describir circanferenciai, 
te euiplea la regla y el compota cuja coOBtrucciba y 
bao se entiende fácilmente con la eaplicacioa del 
Profesor/ 

s47 Se llama arco una porción caalquiera déla 
ei re u a Carencia; así, la parte 6FD es un arco, y la parte 
DAB es otro arco j toda recta BD que desde un es- 
tremo de un arco va á parar al otro, se llama cuerda 
del arco; y se llama sajita del miamo arco, á la parte 
FG- del radio FC, interceptada entre el punto medio 
de dicho arco y la cuerda. Se llaaia sector de círculo, 
al espacio CBFD, comprendido por dos radios y nn 
arco ; y se llama segmento , al espacio comprendido 
entre una cuerda y su arco, tal es el BDF. Siempre 
que le bable de arcos ó cuerdas , se entiende ae loa 
menores. 

Cuando dos circunferencias ABD, a&d (£¿,5), tie- 
nen un mismo centro C, se dice que son concéntricasi 
y cuando tienen diferentes centros, se llamaa tscén- 
trieat, 

Kl espacio ABDába , comprendido entre dos eir* 
eunferenciaa con c^ tricas , se llama corana 6 anulo. 

348 Tcor. Dos circunferencias concéntricas na se 
pueden encontrar sin confundirse en una sola. 

, Dem. Porque ó sus radios son iguales ddeaígnales: 
si BOU iguales, todos los puntos de la una se confun- 
dirán exactamente con los de la otra, y por lo mismo 
se habriin confundido en una sola. Si los radios son 
desiguales, la que tenga menor radio estará toda den- 
tro de la otra, habiendo siempre entre ellas una dis- 
tancia igual Á la diferencia de los radios. Luego dos 
circunferencias (fe. 

Cor. De donde se deduce que si dos circunftrea- 
das tieneif un mismo radio serán iguales; y colocada 
la una sobre la otra, de jiumerá que se confundan sos 
centros, se confundirán todas ellas. 

949 Teor. El diámetro divide al círculo y á la 
circunferencia en dos partes iguales. 

EspU Sea el círcuio ABDE (fig. 6) ; digo que ñ 
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M dobla por el diámetro AD, Ja parte AED caeri exac- 
tamente tabre la ASD; y habiéadose confundido serás 
iguales. 

Dem. Sí la parte AED no cae sobre ABD, caerá 
4J por mas arriba 6 por mas abajo. Si cayese por mas 
arriba, y estuviese representada por AND, tirando la 
NG, esta seria un radio del círculo, y por consiguiente 
igual con BC , radio también del mismo cfrcnlo ; lo 
que es absurdo, por ser NC todo j BC parte suya; 
luego no se puede suponer que caiga por mas arriba. 
Si cae por masabejo,y se representa por AMD, tirando 
la MC, será un radio del círculo, y por consigaiente 
igual con BC, lo que también es imposible; luego no 
puede caer por mas abajo. Luego sino puede caer ni 
por mas arriba ni por mas abajo, se babrán confundi- 
do y serán iguales. L. Q. D. D. 

550 Cuando dos líneas AB,AC(fig. 7)seencuen- 
tran en un punto A, se llama ángulo á la abertura ó 
inclinación qne tienen entre sí; el punto A donde se 
encuentran, se llama vértice-^ y se llaman lados las dos 
líneas AB , AC, que le forman. 

Cuando un ángulo está solo, se enuncia nombran- 
do la letra del vértice; pero cuando en un mismo pun- 
to se forman varios ángulos , se leen las tres letras, 
pronunciando siempre en medio la del vértice j así, 
el de la (fíg. 7) se leerá BAC á GAB. 

Es mas sencillo ^n poner una letra minijscula 
dentro del vértice y pronunciarla sota ; así, el mismo 
ángulo se leerá con mas sencillez el ángulo a. 

Si se prolonga la CA hasta D, la AB formará con 
la parte prolongada AD el ángulo BAD ó m, cuyos 
dos ángulos BAC, BAD ó n, m, se llaman ángulos 
contiguos ó adyacentes. 

cómo, ya se prolonguen á acorten las líneas AB, 
AC, su dirección no se altera (345), resulta que la 
inclinación que tienen entre sí no varía ;' por lo que 
la cantidad de un ángulo no pende de la longitud de 
tus lados , sino de su inclinación. 

Cuando los lados del ángulo spn líneas rectas^ se 
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llama rectilíneo ó ángulo plano; cuando curvaSf tur- 
tilíneo, como DAC(fig. 3); y cuando udo de loa ladoa 
es una línea recta , y el otro una curva , 8« llama 
mhtilineo , tal es el CAB. 

351 Teor. Dos ángulos iguales te pueden super- 
poner de modo que se confundan, 

Espl. Si el ángulo ¿ac=6AC (6g. 8), y se coloca 
el uno sobre el otro, de mnnera que el vértice a cal- 
va sobre el A, y aa sobre AC , digo que ab caerá so- 
bre AB , 7 quedarán confundidos en uno solo. 

Dem. Si esto no se verifica, la ab caerá por mas 
arriba de la AB, á por mas abajo. Si cae por mai ar- 
riba y toma la dirección AN, se tendrá que bao estará 
representado por NAC, ó será igual con ¿1; y como 
por el supuesto bac=:BAC, será (intr. ai. 5.") 
NAC=BAG , lo que es absurdo : pues NAC es todo 
V BAC parte suya; luego la ab no puede caer por 
tnas arriba de AB. 

Si cae por mas abajo, y se representa por AM, se 
tendrá MAC=fcac; y como por el supuesto BAC=AÍmi, 
será ]VTAG=BACj lo caal siendo también absurdo, por 
ser MAC parte y BAC todo, manifiesta que no puede 
caer por mas abajo. Luego se confundirán. L. Q. D. D. 

Esc. Recíprocamente, si dos ángulos son tales que 
puesto el uno sobre el otro se con/undea exactamerUe, 
serán igualesi pues para formarnos la idea de la igual- 
dad ó desigualdad de dos cosas , siempre recurrimos 
i la superposición. Ademas, advertimos que siempre 
que digamos de dos cosas, que son iguales han de ser 
tales que se puedan superponer , como sucede con un 
duro que se puede superponer á otro duro, y no se ve 
«las de uno; y cuando una cosa valga tanto como otr«, 
pero que pnesta la una sobre la otra no se ajusten 
exactamente , coma sucede con un duro y dos medios 
duros ó cinco pesetas , las llaniardmus equivalentes. 

253 Cuando una línea DC (iig. 9) forma con otra 
AB los dos ángulos adyacentes DCA, DCB, iguales 
entre sí, cada uno de dichos ángulos se llama recto, 
y la línea DC perpendicular í laAB; de manera que 
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ue& línea eí perpendicular á otra cuando forma eon 
ella do3 ángulos iguales , á cuando cae sia inclinarse 
mas hacia un lado que hacia otro. 

To^o ángulo £CK, menor que ano recto» se lla- 
ma agudo; todo ¿ugulo ACK, mayor que uno recto, 
se llama obtuso; y se llaman ángulos opuestos ai v¿r' 
tice los que tienen sus vértices opuestos , como AOD 
y COB (fig. 13), y AOC y DOB. 

Toda líaea CK (fig. 9) que forma con otra dos ia- 
gulos desiguales, se llama oblicua respecto de ella. 

3j3 Teor. Todos los ángulos rectos son ifftales 
entre sí. 

£spl. Sea BC perpendicular tí AB, lo que supone 
(252) que los ángulos DGA, DCB, son rectos é igua- 
les entre sí ; y sea HG perpendicular á £F, lo que 
también supone que los ángulos H6E, HGF, son rec- 
tos é iguales entre sí; pues voy á demostrar que estos 
liltimos son iguales eon los primeros. 

Custruccian. Tómese AG=EG, CB=GF, 
yse tendrá AB~EF; 

coMquese la £F sobre la AB, de modo que se confun- 
dan sus estremoa, en c^jyo caso el punto G, estremo 
de £G, caerá sobre el punto C, estreíoo de su igual 
AC; y digo que la línea GH caerá sobre la CD. 

Dem. Porque sí esto no se verifica, el lado GH 
caerá fuera del GD; si suponemos quetenga ladirec- 
cioo CK , se tendrá ACK=KCB, 
por ser estos ángulos los que representan á los EGH, 
HGF, iguales por el supuesto; pero esto es un absurdo, 
porque siendo también por el supuesto ACD=DCB, 
no se puede verificar que ACK que es mayor qué 
ACD, sea igual con KCB que es menor que DCB, 
ó que su igual ACD ; Juego no se puede suponer que 
la Gü caiga fuera de Ja CD; luego caerá encima , y 
se confundirá EGH con ACD, y HGF con DCB; 
luego se tendrá EGH=ACD y FGH=BCD, 
que era L. Q. D. D. 

254 Teor. Los dos ángulos juntos que forma una 
línea al caer sobre otra , valen dos ángulos rectos, 
N / T.I. 
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Éípl. Si EC cae sobre AB de an modo coalquie- 
n , digo que la suma de los dos ángulos ACK, KCB, 
cootiguos que furma con ella, equivalen ádos rectos. 

Dem, Coocíbase la {wrpeodicular CD, y tendró- 
moE que los dos ángulos ACD, DCB seráa rectos; 
y como AGK=ACD-í-DCK, 
K tendrá AGK+KCB=ACD+DCK-t-KCB; 
pero DCR-^-KCB componen el ángulo recto DCB, lue- 
go resultará ACK-f-KGB=ACD-HDCB=:2 rectos =«, 
que era L. Q. D. D. 

Etc. De aquí en adelante llamaremos v á la sama 
de dos ángulos rectos, y por consiguiente §«* al án- 
gulo recto. 

Cor. I." Si «no de las ángulos ACK ó KCB ea 
recto 1 lo será igualmente el otro ; porque entre los 
dos han de valer dos rectos. 

Cor. a.° Si uaa líaeaCD(ñg. lo) es perpendicu- 
lar á otra AB , esta AB la será á la primera CD. 
Porque como la CD es perpendicular á AB, se tiene 
AEC^^EB por rectos; y como de ser el A£C recto, 
se deduce que su adyacente A£D también lo ba de 
ser, resulta que la AEes perpendicular (3 5 a) á la CD. 
De ser recto el ángulo CEB, se deduce que su 
contigua BED lo ba de ser; luego cuando dasperpen- 
diculares se cruzan , forman cuatro ángulos rectos. 

Cor. 3." Todos los ángulos ACF, FCD , DCE, 
ECB , que se firman (fig. 11) en un punto , hacia un 
mismo lado de una recta AB., valen juntos das ánm- 
los rectos á v; y todos los ángulos ACF^FCD, DuEy 
ECB, BCP, PCN, NCM, MCA, que se pueden for- 
mar al rededor de un punto C, no valen mas ni me- 
nos que cuatro rectos ó sir. 

aS5 Un ángulo es suplemento de otro, cuando 
es lo que le falta para dos rectos ; así, KCB (fig. 9) 
es suplemento de ACK, y al contrario. Y un ifngttlo 
es complemento de otro, cuando es lo que le falta ó so- 
bra para un recto; asf, el ángulo KCD es complemen- 
to de cada uno de los dos ACK y KCB ; del primero 
por esceso , y del segando por defecto. De donde se 
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deduce que los ángulos que tienen un mismo suplemen- 
to 6 suplementos iguales^ son iguales; y los que tengan 
un mismo complemento, sólo serán iguales cuando lo» 
complementos sean ambos por esceso ó por defecto. 

356 Téor. Si dos líneas tiradas al estremo de otra 
forman con ella dos ángulos que juntos valgan dot 
rectos^ dichas dos líneas son una sola y misma linean 

Espl, Seaa ACy BC(fig.i£) dos rectas tiradas por 
el estremo C de la CD,de modo que AC]>t-DCB=V} 
digo que diclias dos recias AC y CB son ana sola y 
misma línea, ó qite la CB es protongacion de la AC. ' 

Dem. Si esto no se verifica, la recta AC prolon- 
gada caerá ó por mas arriba d por mas abajo de la 
BC. Si la prolongación de la AC fuese la CE , sería 
{S254)ACD+IX:E=t; 
y como por el supuesto ACD-+-DCB^«, 
será (intr. ax. 5.°) AC0-t-I)CE=ACD-f-DCB; 
j quitando el ángulo común ACD queda DCE=:T>CB: 
lo que es absurdo , por ser DCE parte y DGB todo; 
luego la AC prolongada no puede caer por mas arriba 
de la CB. 

Si dicha prolongación fuese la CF, se tendría 
ACD+DCP=«j 
y como por el supuesto ACD+DCB=:ff, 
(eria AGD-hDCF=ACD+DCB; 
de donde quitando ACD, quedará DCF=DCB, 
que tampoco puede ser; luego si la AC prolongada no 
puede caer por mas arriba ni por mas abajo de la CB, 
caerá encima, y dichas rectas AC, CB, serán una sola 
y misma línea. L. Q. D. D. 

¡57 Teor. Los ángulos apuestos al vértice stm 
iguales. 

Espl. Seanjas dos rectas AB, CD (fig. 13), que se 
corten en el punto O; digo que el ángulo AOD=COB, 
y qne DOB=AOC. 

Dem. Si consideramos que la DC cae sobre la AB, 
íerí (§ 234) A0D-hDOB=w; 

y suponiendo que la BA cae sobre la DC , se tendrá 
COB+BOp=wi 
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luego (intr. ax. 5.°} A0D4-D0B=C0B-i-B0D; 

y quitandoel ángulo conmn DOB quedará AOO^COBj 

del niismo modo se demostrará que DOB=AOC, 

que es L. Q. D. D. 

253 Se llama triángulo rectilíneo, ó simplemen- 
te triángulo, el espacio cerrado por ties líneas rectas, 
que se llaman lados del triángulo. 

Los triángulos, con relación á sus lados, ge divi> 
den en equiláteros, isósceles y escalenos^ y con relación 
á aus ángulos, en rectángulos y oblicuángulos. Trián- 
gulo equilátero es el que tiene sus tres lados iguales, 
como ABC (6g. 14); isósceles el que tiene dos iodos 
iguales , como ABC (fig. 1 5); y escaleno el que tiene 
sus tres lados desiguales entre si, como ACB (fig. 16), 
Es rectángulo un triángulo cuando tiene un ángulo 
recta, como ACB (fig. i^); y es oblicuángulo cuando 
no tiene ningún ángulo redo. Este se llama obtnsan- 
gulo, cuando tiene un ángulo obtuso, como ACB 
(ñg. 16); y acutángulo, cuando sus tres ángulos EOH 
agudos, como ABC (fig. 14). 

En el triángulo rectángulo el lado AB (fig. 17) 
opuesto al ángulo recto, se llama hipotenusa^ y los 
otros dos lados AC , BC^ catetos. 

En general se llama base de un triángulo al lado 
tobre que se considera insistiendo j pero cuando el 
triángulo es isósceles, se llama base al lado que no 
es igual con liinguno de los otros. La línea que se ba- 
ja perpendicularmente á la base d á su prolongación, 
desde-el ángulo opuesto, se llama altura; así, las lí- 
neas AC son las bases en las (figs. 15 / 16), y las BD 
lasalturag; cuando en un triángulo rectángulo (fig. 17) 
se considera por base un cateto AC, la altura es el 
otro cateto BC. 

e¿9 Teor. Dos triángulos son iguales, cuando tie- 
nen sus tres lados iguales. 

■ Espl. Sean los dos triángulos ABC, abe (fig. 18), 
en que se supone AB=cé, AC=ík; y BC=6c; 
digo que sus tres ángulos también son iguales j esto 
es , A==a, B=^ y C^. 
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COstr. Haciendo centro eaAcon un radio AC^uc, 
trácese e\ arco r.tn; y haciendo centro en B con £C=¿c, 
tricese el arco op. 

Dem. Concíbase superpuesto el triángulo ahc so- 
bre el ABC, de manera ijuí el lado ab se coi>íi)nda 
con AB: en lo cual no habrá dificultad (243) por sor 
AB=aA; con lo cual el punto c eslremo de oc=AG, 
caer.í en algún punto (246} del arco wiB; y por ser . 
£c=:BC, el estreino c del lado be caerá también en 
algún punto del arco op; pero los dos'Iados ac,.¿a, 
tienen su eEtremo en el punto común c, luego este 
mismo punto será coman á los dos arcos mn, op-, luego 
aera su punto de intersección; pero su puuto de inteP- 
«eccion se halla en C , punto donde se encuentran lo.s 
lados AC y BC del triángulo ABC; luego el pijntn c 
estremo del lado ae se habrá confundido con C estre- 
mo de, AC ; y coipo el punto a se habia confundido 
A, resulta (245) que todo el lado ac se habrá confun- 
dido con AC3 por la aiisma razón el lado be se habrá 
confundido con BC ; y habiéndose confundido sus tres 
lados, se habrán confundido también sus tres ángulos 
(251 esc); es decir, que se tendrá A=fl, B=:¿, C;^c, 
que era L. Q. D. D. 

Esc. Se debe advertir que loB ángulos que resul- 
tan iguales, son los que en cada iriángulo se oponen 
áloB lados iguales. 

260 Teor. Dos triángulos son iguales, cuando tie- 
nen dos lados iguales é igual el ángulo comprendido. 

Espl. Sean ABC, afic^ dos triángulos , en que se 
tenga AB=ro6 , AC=oc, y el ángulo en A=: al en a; 
digo dichos triángulos son iguales. 

Dem. Concíbase superpuesto el triángulo abe so- 
bre el ABC, de manera que el vértice a caiga sobre 
A, jr el lado ab sobre AB, con lo que el lado ac cae- 
rá (251) sobre AC Ahora, por ser oA— AB y partir 
, estas líneas desde un mismo punto A, el punto b cae- 
rá sobre B; y por la misma razón el punto c caerí 
sobre C. Pero fr y c no stílo son estremos de ab y de 
oc, sino que lo son también del lado ¿c^ luego se han 



)j,:», -.Google 



198 GEÓMETRA. 

coofundido los estreñios del lado be coolos del BG; 

laego (345) todo el lado be hs coiacidido con el BC; 

Íhabiéadose confundido sus tres lados , seián igua- 
la dichos txiáogulos. L. Q. D. D. ,. . 

s6i TeoT. Dos triángulos son iguales^ cuando 
tienen un lado igual á un lado^ adyacente á dos an- 
gulós iguales. 

Espl. Sean los dos triángulos ABC, abe, en.qoe 
ae supone el ángulo A=a, el B=i, y el lado AB, ad- 
yacente i los ángulos A, B del primero, igual al 116 
del segundo^ digo que estos triángulos son iguales. 

Dem- Concíbase superpuesto el triángulo abe so- 
bre el ABC, de manera que el lado ab caiga sobre 
AB, lo cual se puede hacer , porque a¿:=AB ; hecho 
esto., el lado be tomará (251) la direcciou del lado 
BC , por ser el ángulo B— ¿ ; y por la misma razón 
el ac tomará la dirección del AC. Ahora , como las 
lectas be, ac, y BC, AC, se cortaban antes de super- 
ponerse, y la superposición np altera en nada la na- 
turaleza de los triángulos , resulta que también se 
cortarán después; y como dos rectas no pueden en- 
contrarse (244 cor. 3.'^) mas que en un punto, se signe 
que habiéndose confundido las ¿c, ac con las BC, AG, 
el punto de intersección c de las primeras, se habrá 
confundido con el punto d« intércieccian C de las se- 
. gundas; luego se ha confundido el triángulo abe con 
■ el ABC, y será igual con él. L. Q. D. B, 

s6a De lo dicho se infiere que con cualesqtiiera 
datos que satisfagan i lo (demostrado en los teoremas 
anteriores, se podrá formar un triángulo igual á otro 
dado; y ademas se podrán resolver estos problemas. 

S63 1." En un punto a (fig. 19) de una linea ab, 
formar un ángulo bac igual con otro dado Bj4C. 

Res. y Dem. Hacienda centro en a con un radio 
cualquiera ap, trácese un arco indefinido pr^ j ha- 
ciendo centro en A con el mismo radio, se trazará 
un arco PRQ , hasta que encuentre á los lados del 
-ángulo GAB; con la cuerda PQ del arco PRQ, ha- 
ciendo centro enp^se trazará na arco ux; por el 
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punto de intersección q y por a , tírese la línea aq , y 
se tendrá' el ángulo cab—CAB. Porijue si concebimos 
las cnerdas pq, PQ, que son iguales por'coslruccion, 
ios tiiángoloE AQP, aqpisetáa iguales (259), y por 
lo mismo el ángulo ea a~ al en A. 

264 s." Dado un ángulo CAS , dividirle en áoi 
partes iguales. 

Res. y Dem. Haciendo centro en A con nn radio 
caalquiera AP, trácese entre sus lados un arco PS.Q; 
haciendo centro en sas estreñios P y Q, con un radio 
cualquiera, trácense dos arcos que se crucen en T, 
por A 7 T, tírese la línea AT, la cual dividirá el 
ángalo propuesto en las dos parte* iguales QAT y 
TAP. Porque si se coucibeo los radios PT, QT, los 
triángulos QAT, TAP, serán iguales (259). 

365 Teor. En un mismo triángulo^ ó en trián- 
gulos iguales , á lados iguales se oponen ángulos 
igualesi ó lo que es lo tnismo, en un triángulo isós- 
celes los ángulos de la base son iguales , v al con- 
trario^ si dos ángulos de un triángulo son iguales^ 
los lados opuestos también lo serán , ó el triángulo 
será isósceles. 

Eapl. Sea en el triángulo ABC (fig.is), AB=:BC; 
digo que se tendrá el ángulo ACB= al BAC; 
y si se supone ACB— BAC, será AB=BC. 

Dem. 1." Por -el vértice B y el punto D, medio 
del lado AC, concíbase tirada la DB,y resultará que 
los triángulos ADB, BDG, «eran iguales (259)5 lue- 
go los ángulos en A' y en C, opuestos al lado común 
BD, serán iguales. L. i.*" Q. D. 1). , 

2.** Si los lados BGy AB no son iguales, serán 
desiguales. Supongamos que BA sea et mayor ; to- 
mando en él una parte A£=BG, y concibiendo la CE, ' 
los triángulos AEC , ABC , tendrán el lado AC común, • 
el lado AE=CB por costrucciori,y e^ ángulo EAC=ACB 
por el supuesta ; luego (s 60) serán iguales , lo que es 
absurdo; porqne el BACes todo, y el ApC «su parte; 
luego si los lados £A y BC no pueden ser desiguales, 
serán iguales. L. aJ^ Q. D. D. 
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Cor. Laego «I triángulo equilátero et equiángulo 
y al contrario. 

Esc. La igualdad de los triángulos ABD , BDC, 
ptueba al miemo tiempo que ei ángulo ASD^zDfiC, 
y que BDA=BDG; de donde se deduce {35a) que 
egt<^ doa tiltiaios son rectos, y por couaiguiente que 
una linea tirada desde el vértice de un triángulo isas- 
celes al medio de su base , es perpendicular á esta base, 
y divide á su ángulo opuesto en dos partes iguales. 

266 Teor. Si se prolonga uno de ¡os lados de un 
triángulo, el ángulo esterna es mayor que cualquiera 
de los dos internos opuestos. 

Espl. Sea el triángulo ABC (fig. ao); digo qoe 
si se prolonga uno de los lados BG^ el ángulo ACD 
(que se llama esterno por estar fuera del triángulo) 
es maror que cualquiera de los dos BAG , ABC, opues- 
tos á loa lados que forman el esterno. 

J)em. Para demostrarlo respecto del BAC , tírese 
por B y por el punto E medio de AC, la BE. y proMn- 
guese de manera que la prolongación £F=:BE; ilnase 
elpuntoFcon el C, y resultarán los triángulos ABE, 
FCE iguales (260); luego nos darán el ángulo BAE 
ó BAC=:EGF; pero ACD>ECF, luego AGD>BAG. 
Haciendo en el lado BC une costruccion análo- 
ga, se demostrará del mismo modo que BCK>ABC; 
y como (§ 257) BCK==AGD, resaltará AGD>ABC, 
que es L. Q. D. D. 

Cor. I-" Siendo BAC<ACD, 
afiadiendo ACB,, será BAG+AGB<ACI>+-AC% 
pero ACD+AGB=;w , luego EAC+ACB<w; 
luego en todo triángulo la suma de dos ángulos es 
menor que dos rectos. 

por. 2.° Luego en iodo triángulo rectán^lo ú 
ohtusángulo , cada uno de los otros dos ángulos debe 
ser agudo. 

Gor. 3.'' Desde un punta cualquiera C (ñg.- ti). 
Juera de una recta AB , no se le puede tirar mas de 
una perpendicular CD, porque si se le pudieran ti- 
rar dos; tales como GD, GK, en el triángulo GD£ 
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loB tíngiilos CDE, CED, valdrían jantos dos rectos, 
lo que es imposible. 

Cor. 4." La perpendioular es la que mide la ver^ 
dadera distancia que hay desde un punto d una línea} 
pues es la linica qoe se puede tirar de su especie. 

Cor. 5° Tampoco se puede tirar mas de una per- 
pendicular en un punto Í> de una línea AB; porque 
si suponemos que haya dos , tales como DC , DK , se 
tendrá que Jos ángalos KDA, GDA, ser^n rectos, y 
]K)r consiguiente iguales (253): lo que no puede ser, 
porque ADK es parte, y AIX! es todo. 

967 Teor. En todo triángulo al mayor lado se 
opone el mayor ángulo; y al contrario, at mayor 
ángulo está opuesto el mayor lado. 

Espl. Sea el triángulo BAC (fig. ss); digo que 
si el lado AC>.BC, será el ángulo ABC>BACj y si 
«e supone ABC>BAC, será AC>BC. 
■ Dem. • 1." Tdaiese en el lado mayor AC ana par- 
te CD=6C , y tírese la BD : coa lo cual el triángulo 
SDC dará los án^los ny m iguales (365)^ pero r>A 
por ser eslerno ea el triángulo ABD, luego también 
será /n:>A ; y como ABC>-fB , con mas razón será 
ABC>BAC, qrxe era h. 1° Q. D. D. 

s;° Sino es AC>BC, será AC igaal ó menorqne BC. 
Si AC=BC, resoltará por lo demostrado (265), 
que ABC=;BAG, que es contra el supacstoi tampoco 
puede ser menor, porqoe entdnces el ángolo ABC seria 
menor que el BAC, que es también contra el supuesto} 
luego sino puede ser AO^ ni <BC, será AG>fiC, 
que es L. a." Q. D. D. 

26& Teor. La suma de dos lados de un triángulo 
es mayor que el tercero. 

Espl. Sea BCA (fig. 23) un triángulo cualquiera; 
digo que BA-^CA>BC. 

Costr. Haciendo centro en B y con un radío igual 
al lado mayor BC, trácese el arco CED, basta que pu- 
cuentre al lado BA prolongado, y tírese la cuerda DG. 

Dem. Las líneas BG y BO son iguales por radios 
de an mismo círculo, luego (265) en el triángulo.GBD 
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el ángulo DGB=g ; pero el ángulo r<DCB por ser 

parte suya; luego también terá r<_g. Luego en el 
triángulo DCA el ángulo ^>r, y por lo mismo (367) 
el lado CA.>OA. Si Á estas cantidades desiguales aña- 
dimos una misma cantidad AB, también permanece- 
ráa desiguales, y se tendrá GA-i-AB^DA-f-AB^ 
y como DA+AB=BD=BG, 
K si^ne que CA-v-AB>BC , que era h. Q. D. D, 

269 Teor. Si desde un punto cualquiera dentn 
de un triángulo, se tiran Untas á los vértices de dos 
de sus ángulos , la suma de estas líneas será menor 
que la de los lados del triángulo opuestos á los ángU' 
los ^ y el ángulo que formen dichas líneas, será mayor 
que el ángulo que formen dichos lados. 

Espl. Sea el triángulo ABC (fíg. 24); digo que si 
desde un punto D, elejido dentro, se tiran dos líneas 
DB, OC, á das ángulos cualesquiera B, G, se tendrá 
BD-t-DC<AB+-AG ; y que BDC, tí el ángulo en o>ín. 

Dem. I ." Prolongando una coalquiera de las dos 
líneas , tal como BD , hasta que vaya á encontrar al 
lado opuesto AC, se teodrá (§ 368} BA.+A£>££s 
y añadiendo EC, será BA-+AE+EC>BE-t-EG, 
ó reduciendo será BA+AG>B£-h£G (m). 

Ahora, el triángulo DEG dará DE-f-£G>DC; : 
y añadiendo BD , se tendrá BD-i-DE-f-EG>BD-f-DC; 
ó por ser BD+DE^BE, resultará BE-f-EG>BD-hDC. 

Y como antes (m) teníamos BA-t-AC^BE-t-EG» 
con mas razón se tendrá BA'4-AC>SD-lJ)C, 
que era L. i." Q. D. D. 

2.*' El triángulo BAE da (s66) el ángnlo B>in; 
y por la naisma razón el triángulo DEC dará el ángu- 
loo>n}luego con mas razón o>m,que es L. s.^Q.D.D, 

270 Teor. Si desde un punto á otro se tira una 
recta y una curva, la recta es mas corta que la curva. 

Espl. Si desde el punto A (Bg. 25) al punto B, se 
tira la recta AB y la corva ACB^ digo que ACB>AB. 

Dem. Desde A y B tírense á un punto cualquie- 
ra G de la curva , las rectas AC y BC^ r se tendrá 
(S 268) AG-hCB>ABí 
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y si desde los pantos G j A se tiran & uno cualquiera 
D, intermedio del arco AG , las AD, DC, se tendrá 
tambion AD+DC>AC; 

que añadiendo CB , da AI>-f-DC-^B>AC-i-CB; 
y si volviéramos i tirar rectas á los puntos interme- 
dios de los arcos AD, DC, &c., el conjunto delíbeas 
que resultase seria mayor que el AD-H-DG+&C. pnea 
la suma de cada dos líneas siempre seria mayor que su 
correspondiente; pero este conjunto de líneas, al paso 
que crece, se aproxima á la curva ACB, por tener maa 
puntos conmnes con ella, y hallarse entre el conjunto 
anterior y la misma curva; luego la corva será ma- 
yor (227) qtie cada ono de estos conjuntos; y como 
cualquiera de e^tos es mayor que AB, con mas razan 
terá la curva ACB>AB,"que es L. Q. D. D. 

■ Cor, Luego la línea recta es la mas ooría de íodat 
cuantas se pueden tirar desde un punto á otro. 

'271 Teor. Si desde un punto áatro se tira un» 
linea recta ^- y diferentes curvas^ que sean cóncavas 
6 convexas hacia un mismo lado, ¡a curva que mas ^e 
acerque á la recta será la mas corta. 

■ £spl. Si desde el punto A al punto B{fig.96), se 
tiran diferentes curvas ACB, ADB, la AGB que mai 
se ac erca á U recta AB , es la mas corta. 

Dem. Concíbase por el punto C la recta MN, tal 
que sdlo tenga el punto G común con la curva inte- 
rior ACB, estando toda ella fuera, y en virtud de lo 
demostrado (270) se tendrá MDN>MN; 
y añadiendo AM+NB, resultará 

MDN+AM-t-N.B>MN-wllVr-4-NB; 
pero el i." miembro MDN-f-AM-i-NB^:: curva ADB, 
y el segundo MN-f<AM-f-KB— conjunto AMNB; 
Juego ADB>AM NB. 

Concíbase ahora por los puntos P y V, tomados 
«ntre G y A y entre C y B , las rectas RS y TQ con 
las mismas circunstancias que la MN, y se teadrá 
(§ 370 cor.) RM+MS>RS, TN-^NQ>TQ} 
y sumando ordenadamente resultará 

RM+MS-í-TN-hNQ >RS-hTQ. 
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Adadiendo á amboa mieoibros la cantidad 
AR-t-ST+QB, 
será RM-+-MS-HTN-hNQ+AR+ST-+<3B>RS+' 

TCH-AR-fST-i-QB; 
pero el prinier miembro = conjañto AMNB, 
y e] segundo =ARSTQB; luego AMNB>ARSTQB, 
y con mas razón será ADB>ARSTQB. 

Y como si se tirasen rectas por los puntos Ínter- 
medios de los arcos AP, PC, CU, &c. se demostraría 
del luismo modo que el conjunto de líneas que fuese 
resultando , seria menor que el anterior ARSTQB, 
y así sucesivamente, se sigue que con mas razón la 
curva ADB será mayor que cualquiera de estos con- 
junios; pero estos conjuntos de líneas , al paso que 
loenguan se van acercando á la curva ACB, porteuer 
mas puntos cotQunes con ella y estar cada conjunto 
entre la curva y el conjunto anterior; luego (228) la 
curva ACB es. menor que cualquiera de estos conjun- 
tos , y con mas razón se tendrá ACB<AOB, 
que ^a L. Q. D. D. 

Cor. Puesto que la curva interior es menor que 
cualquier conjunto de líneas , cada arco de curva se- 
rá menor que la porción de líneas correspondientes á 
dicho arco^ ó lo que es lo mismo arco CoP<PS-í-CS. 

372 Teor. Si dos lados de un triángulo son i ffia^ 
les á dos de otro, y el ángulo que forman es desigual^ 
el lado opuesto al mayor ángulo será mayor que el 
que en el otro triángulo está opuesto al ángulo menor. 

Espl. Sean dos tríánguloa ABC , DEF (fig. 27), 
tales que AC^DF, AB^DE, y el ángulo BAC>EDFi 
digo que BC>FE. 

Dem. Ssperp(fDgase el -triángulo DEF sobre el 
BAC , de manera que el lado DF se coAtunda con AC, 
con ló que el triángulo DEF vendrá á tener Ja posi- 
ción del AE'C, cayendo DE dentro d«l ángulo BAC 
por ser el ángulo FDE<BAC. 

Aquí pueden ocurrir tres casos; primero: que el 
punto E caiga fuera del triángulo ABC como en E'. 

2 ° Que caiga sobre el Jado £G qoiuo eu H; y ter- 
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GCKi qae caiga dentro áel triángulo como en K. 
1." Si cae en E' será (§ a 68) 

E'0+GC>E'G, y AGh-GB>BAí 
y sumando ordenadamente se tendrá 

E'G-MÍG+-AG-t-GB>E'C+BA,' 
ó lo qne es lo mismo E'A-+BC>E'C-i-BA; 
y suprimiendo en a mhos miembros E'Ay BA, que son 
iguales por ser E'A=DE=BA, quedará BC>E'G=EF. 
9.*' SiEcaeenH, en.elladoBC, 8etendrá(ax. 4.*'} 

BG>HC=PE. 
3.° £d fin , si el punto E cayese dentro, v. g. en 
K, se tendría (§ 269) AB+BC>AK+KG; 
y quitando AB y AK, que son iguales por ser 
DE=:AK=AB,quedará BC>KC=EP,que es L.Q.D.D. 
Cor. Recíprocamente, si dos lados de un triángu- 
lo son iguales á dos de otro, y el tercer lado desigual, 
el ángulo opuesto en el triángulo donde el lado sea 
menor, será menor que el del otro triángulo donde'el 
lado es'mayor. Porque no puede ser igual ni mayor. 
2^3 Teor. Si desde un punto fuera de una recta^ 
se tira una perpendicular y diferentes oblicuas : pri- 
mero, la perpendicular será mas corla que las oblicuasi 
segundo, las oblicuas que disten igualmente de la per- 
pendicular, serán iguales; y tercero, la oblicua que mas 
se separe de la perpendicular, será la mas larga. 

Espl. Si desde el punto A fuera de la FD (fig. 28) 
le le tira una perpendicular AB, y diferentes oblicuas 
AE, AC, AD, se verificará: i.° que la AB será la 
maV corla de todas; s."^ que las oblicuas AE, AC, 
equidistantes de la perpendicular AB , serán iguales;. 
y 3." que de las oblicuas AC, AD, la AD que mas se 
separa de la perpendicular , será la mas larga. 

Dem. I ." Por ser el triángulo ABC rectángulo en 
B, y ser el ángulayecto el mayor de nn triángulo 
(e66 cor. 2.'^), se^^e (267) que el lado AC^AB, á 
AB<AC, que es L> 1 .*" Q. D. D. 

2." Si BC=:BE, los triángulos ABE, ABC, serín 

iguaIes(26o); luego darán AE=AC, que es L,! ."Q.D.D. 

3.'' Siendo el triángulo ABC rectángulo en B, el 
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átigulQ ACD, eeterao de díutio triángulo será obtun,: 
pues ha, de ser mayor (266) que el interco y recto 
ABC ; luego (e66 cor. s.°) el ángulo AGD es ei ma- 
yor del triángulo ACD, y por lo oiiekio se le opoadti. ' 
mayor Iatlo(£69); luego AD>AC,qtif era L,3."Q.D.D. 

Cor. i.° Desde un mismo punto fuera de una U» 
/íCfl, íw> se le pueden tirar tres rectas iguales. 

Cor. a." Dos triángulos rectángulos son iguales, 
cuando tienen iguales las hipotenusas y uno de los ca- 
tetos, ó uno de los ángulos agudos; porque primero 
sean los triángulos ABC y DEF (ñg. 29), en que se su- 
pone AC=:DF y AB=D£; digo que BC=:EFi 
y por lo oiisiDO estos triángulos son iguales (359). 

En efecto, si colocamos el triángulo DEF sobre 
el ABC, de njodo que D^ se confunda eoo AB, resul- 
tará que como los ángulos enBy en £ son iguales por 
rectos , el lado £F caerá sobre el BC ($ 251). Abora, 
8Í el punto F no cae sobre el punto G, caerá ó mas á la 
izquierda como en G, ó mas á laderecha como en H; 
Si cae en G, la línea DF estará representada pcff 
la AG ; y como por el supuesto DF=AG , se tendrá 
AC=AG,quees un absurdo, pues se tendrán dos 
ol)Iicu>as iguales á un mismo lado de la perpendicular 
AB. Como del mismo modo se demostraría que no 
puede caer hacia la dei^echa de C, v. g, eu H, resul- 
ta que caerá sobre Cj luego se habrán confundido los 
tres lados del triángulo DEF eos los del ABCj luego 
son iguales. 

Sea en 3 .* lugar AC=:DP, y el ángulo BAC=:EDF; 
' colocando el triángulo £)£F sobre el BAC, de modo 
que DF se confunda con AC, la DE tomará la direc- 
ción de AB (§ a5T}; y como el punto F se ha con- 
fundido con C , si la FE no cayese sobre la GB , se 
podrían tirar desde C dos perpendiculares á AB, lo 
que es absurdo ; luego los triángulos se ráii iguales. 

Cor. 3.'' Si un punto de una perpendicular dista 
igualmente de dos puntos de la línea á que lo es, io- 
dos los puntos de la primera estarán á igual distan- 
eia de aquellos mismos puntos de la segunda. Porque 



Dglizac .y Google 



OEOMETHÍA. 307 

bí fuese B. (fig. s8) el punto que dislase igualmente 
de £ 7 C, desde cualquier punto A, M <j H, de Ja 
AH, que se tirasen líneas á E y C, serian iguales los 
tñjtngulos ABE,«BC, los M5£ y MBG también , 6 
los HBE,HBC; luego se tendrá AE=AG, ME=MC 
y HE=HG. 

Si el punto A que se halla fuera de la FD, dista 
igualmente de E y de C, será AE^AG ; y como tie- 
nen un lado AB común los triángulos rectángulos 
ABE, ABC, resultará que EB=BC; y si por un punto 
cualquiera de AB, tal como M, se tiran las ME, MC, 
serán iguales , por hipotenusas de triángulos £BM, 
MBG , iguales ; y como lo mismo se deuiostraria de 
cualquier otro punto, resulta la proposición. 

sj4 TeoT. Si una recta tiene dos pantos que dis' 
ten igualmente de oíros dos de otra, le será perpen- 
dicular. 

JSspl. Si los dos pantos AyH, (JAyB, (ÍA y^M, 
de la recta AH, distan igualineute de los puntos £ y G 
de la FD, digo que la AH es perpendicular á la FD. 

Dem. I. Sean los dos puntos A y H, d sea 
AE=AC y HE=?:HC, lo que dará los triángulos AEH, 
AHG iguales (259), pues ademas tienen común el 
lado AH ; la igualdad de estos triángulos dará el án- 
gulo EAB=BAC; luego los triángulos EAB, ABC, 
serán iguales: pues tienen los ángulos EAB, BAG, 
iguales, común el lado AB, é iguales también los la- 
dos AE, AG por el supuesto; luego los ángulos en B 
serán iguales, y por consiguiente rectos (252); lue- 
go la AH es perpendicular á la FD. 

2." Sean ahora los puntos A y B, y tendremos 
AE=AC y BE:=BC ; y por lo mismo los triángulos 
ABE , ABC, serán iguales (a59) ; luego los ángulos- 
en B serán iguales , y por consiguiente rectos; laego 
la AH será perpendicolar i la FD. 

3," Sean los dos puntos A y M , y se tendrá 
AE-AC, ME=MGi luego los triángulos AME, AMG, 
serán iguales (259), lo que da el ángulo EAM=GAM} 
y teniendo los triángulos AEB, AGB, iguales Jus áu- 
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gulos enAjloB lados que loü. forman, i saber: AE;=:AC 
por el sapuesto, y AB por común, serán iguales (260); 
luego los ángulos en B son iguales, y por consiguien- 
te ji^ctos ; luego la AH es perpendicular á la FD, que 
es L. Q. D. D. 

Cor. Sí una perpendicular CD (fig. 2-1) tiene ua 
punto cualquiera D, equidistante de dos A y B de Id 
línea AB á que lo es , pasa por todos los puntos que 
en. dicho plano distan igualmente de jÍ y de B. Por- 
que si hubiese otro punto tal como iC con esta cir- 
cunstancia , tirando por él y por B, la DK, esta 
seria perpendicular á la AB, por lo que acabamos de 
demostrar j y como CD lo es por el supuesto, resulta- 
rian dos perpendiculares en un mismo punto de Ix 
recta AB, io que es absurdo (a66 cor. 5.°). 

2^5 Protil. I ." Desde un punto Afuera de una línea 
BC (fig- 30), tirar una perpendicular á esta linea. 
Res. y Dem. Haciendo centro en el punto dado 
A , y con un radio cualquiera , trácense dos arco^ que 
corten á la línea en D y £; haciendo centro en estos 
puntos Dy E, con el mismo 6 con otro radio cualquie- 
ra, trácense por la parte inferior otros dos arcos que 
se corten 4 por el punto de intersección F y el punto 
dado A, tírese la AF, que será perpendicular á la BC. 
Porque tiene dos puntos A y F á igual distancia de 
los D y E. 

276 Probl. 2.° Por un punto A de una linea BC 
(fig. 31), tirarle una perpendicular. 

Res. y Dem. Haciendo centro en el punto dado 
A, trácense dos arcos en D y £ con un radio cual- 
quiera ; haciendo centro en D y £ con un radio ar- 
bitrario, pero mayor que AE, trácense dos arcos por 
arriba ó por abajo; por el punto dé intersección F y 
el punto dado A, tírese Ja FA, que será pe^pendica- 
lar i la BC. Porque tiene dos puntos A y F á igual 
distancia de los D y £. 

877 Probl. 3." Diíiidir una linea AB (fig. 33) 
en dos partes iguales. 
Res. y Dem. Haciendo centro en sus estremos A 
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y B con an mismo radio, trácense dos arcos qae se 
cortea por la parte de arriba, y otros dos que se cor- * 
ten por la parte de abajo; y tirando la FG dividirá 'i 
Ja AB en dos partes iguales. Porque teniendo la FG- 
dos puntos equidistantes de A y B, será perpendicu' 
iar (274) á la AB, y tendrá (273 cor. 3.") todos sos 
pantos á igual distancia de Aque de BjluegoAH:=HB. 

He las paralelas, 

378 Cuando dos líneas rectas se hallan en un pla- 
no, de modo que no se encuentran aunque se las pro- 
longue todo lo que se quiera, como AB, CD (fig.33), 
se llaman paralelaa. 

Cuando dos paralelaa AB , CD son cortadas por 
ona línea FE, esta se llama secante^ la cual forma 
coD las paralelas ocho ángulos : cuatro , m, n , ^ , j, 
internos, y cuatro, *, /, r, s, estemos. 

Cuando se comparan dos ángulos internos £ dife- 
rente lado de la aecante , uno en cada paralela , se 
llaman ángulos alternos internos: tales son ios rn y q, 
y los n y p; cuando se comparan dos ángulos internos 
á un mismo lado de la secante, como los M,p, ó los 
n, 9, se llaman solamente internos; cuando se com- 
paran dos ángulos estemos, uno en cada paralela ha- 
cia diferente lado de Ja secante , se llaman alterno* 
estemos : tales soalm ky r ^j lot I y s; cuando as 
comparan dos ángulos estemos á un mismo lado de la 
secante , tales como kysályr^ae llaman sim- 

Íilemente estemos; y cuando se comparan dos ánga- 
os , nno en cada paralela , á un mismo lado de la 
secante, nno dentro y otro fuera, se llaman torres- 
pondiéntes : tales son los A y p, los rn y «, los / y j^ 
y los n y r. 

379 Teor. Dos lineas perpendiculares d una ter^ 
cera son paralelas. 

Espl. S'i las dos lincas AB , CD , son perpendica- 
lares á la GK, son paralelas , d no se pueden encon" 
tnr en ningao panto del plano doodrsc hallan. 
O T.I. 
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Dem. Porqoe si se encantrasen , desde el ponto 
en que la hiciesen, se tendrian tiradas dos perpendi- 
culares á la GH, lo que ao puede ser (s66 cor. 5.") 

Cor. I." Luego para tirar una paralela á una li- 
nea dada AB, desde un punto cualquiera G, se bajará 
á esta línea desde dicho punta una perpendicular GH, 
y en dicho punto G se tirará á esta perpendicular 
GH, otra línea GD que le sea perpendicular, la cual 
será paralela á la propuesta AB; j)or ser ambas per- 
peudiculares á la GH. 

Car. a.° Y como desde el punto G no se puede 
bajar mas de una perpendicular GH á la AB, y en G 
sdlo w puede levantar una perpeodicular á GH , re- 
sulta que por un punto dado, sólo se podrá tirar una 
paralela á una línea dada. 

s3o Teor. Si una línea es perpendicular duna de 
dos paralelas, lo será también á la otra. 

Espl. Sean AB, CD dos paralelas, y GH perpen- 
dicular á A^ digo que la GH también es perpendi- 
cular á la CD. 

Dem. Si la GH uo es perpendicular Á CD, le se- 
rá oblicua , y por G se podrá concebir una línea TU 
perpendicular á GH, la cual (£79 cor. i.") será pa- 
ralela á BAj y como la CD lo es por el supuesto, se 
tendrán por el punto G tiradas dos paralelas CD, UT 
í la AB, lo que no puede ser (279 cor. s.°) 

a8i Teor. Si.dos rectas cortadas por otra, forman 
ángulos alternos internos, ó alternos esternas,' iguales^ 
dichas rectas serán paralelas. 

Espl. Sean AB, CD, dichas rectas, y £F la secan- 
te; digo que si n::^p, ó m=q, ó k=r, ó l^s, dichas 
lineas no se encuentran, ó serán paralelas. 

Dem. I .° Sea- n—p ó m=q , y se tendrá que las 
líneas AB, CD no se podrán encontrar en un punto 
K bacía la derecha de FE; porque entdnces las tres 
líneas F£, CD, AB, formarían un triángulo, en el cual 
por ser nzzp ó miizq , el ángulo eslerno n seria igual 
á uuo de los internos opuestos^, lo que uo puede 
ser en virtud de io demostrado (sóó). 
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Del misino modo se demuestra que no se puedeq 
encontrar hacia la izquierda ; luego dichaa líneas son 
paralelas. L. i.^Q. D. O. 

s.** Si se supone k=ir ó í=s, sus opuestos al vér- 
tice n yp ó myq, serán iguales; pero estos eon alter- 
nos internos, luego por la primera parte del teoretáa^ 
dicha» líneas soa paralelas. L. s.'^ Q, D, D. 
■ aSs Teor. 5/ dos líneas cortadas por otra, forman 
con ella los ángulos correspondientes igualfs^ serán 
paralelas. 

Dem. Porque si se supone A=/r, como Jt=:»(§a5p:), 
será n=p , que es el ca^o anteriorj luego serán para- 
lelas. L. Q. £}. D. 

S83 Teor. Si dos ¡meas cortadas por otra forman 
ángulos internos ó estemos , que junto» valgan dos 
rectos , dia has líneas son paralelas. 

Dem, Porq ue si se supone fli-+-/)=:ir, eomo m-Mt^it 
(S 354), será (intr.ax.5.°) i?p+p=m-hn, de donde qui- 
tando /», quedará p=n j luego (sSi) serán paralelas. 
¥ si se supone ft-Hí2=w, como p•^-szz•¡r, será hi-s^:=p-ts, 
y quitando s quedará k=p; pero estos son corres{>oa- 
dientes, luego (sSa) serán paralelas, L. Q. D. D4. 

¡384 Teor. Si una secante corta dos, paralelas,, se 
verifica : primero,que los ángulos alternos internos son 
iguales i segundo, que los alternos esternos también lo 
íon; tercero, que también son iguales los correspondien- 
tes i cuarto, que los dos internos juntos valen dos rec- 
ios, ó son el fino suplemento del otro; y quinto, que lo 
mismo se verifica en los esternos. 

Espl. Sean AB , BE. (fig. 34) las faralelas -y FK 
la secante; digo i.** que los ángulos j»=ai y pi^r^f; 
s;" querer y ur^s; ^,9 qae r:=.n,p^=s, u^q y mzzt; 
4." que m-i-q^'n, n-hp=«, y "por lo mismo m es su- 
plemento de }, y íi de p; y 5." que /^s— w, tt+t=^v^ 
ó que r es suplemento de s, y u de f . 

Dem. 1.'^ Por el punto L, medio de la parte CO 
de la FK, interceptada por las paralelas, concíbase la 
GR perpendicular á una de las dos paralelas, la tual 
ip. 8er¿Uuibien ala otr^i (s8o), y por lo mismo los dof 
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tritlnguloe GLO, CLH, eeráa rectángntos ea G 7 H; 
y contó LO=LG por costruccion , y loa ángulos en L 
son iguales (257), dichos triángnlos (373 cor. 2.*) se- 
rán ignales , y darán el ángulo en m^zn^ y como los 
p y q son sus suplementos, serán (255) también igaa- 
Iw. L. (."Q. D. D. 

s." Como (§ 257) )n=r y b=í, y por lo acabado 
de demostrar es )»=», será r=t; del mismo modo se 
demuestra que »=:«, que es L, s." Q. D. D. 

3." El ángulo m=r(§ 257) y m=a por alternos 
internos ; luego r=n ; del misoio modo se demoeetra 
qoe p=í, u=q y m=í, que es L. 3.** Q. D. D. 

4.° Siendo m-+íí=«, resulta que por ser m=n,s« 
tendrá ff-fj>— «, y por lo mismo n es suplemento dep; 
y como lo mismo se demuestro respecto de in y j, re- 
sulta L. 4.''Q. D. D. 

5.'* Siendo p+rz=ir, y p^::s^ será r-w^ir, y por lo 
mismo r es enplemento de s; y como lo mismo se de- 
muestra de los u y t, resulta L. 5." Q. D. D. 

385 Teor. Si una línea ei paralela á una de dos 
paralelas^ lo es también á la otra. 

Espl. Sean las líneas AB, DE paraleliis, y la XZ 
paralela á AB; digo que también lo será á la DE. 

Dem. Por ser AB y XZ paralelas, se tiene (284,3.*') 

fc=r ; y por serla las AB, DE, se tiene n:::rr; luego 

k=n; luego XZ es (282) paralela i DE. h. Q. D. D. 

a86 Teor. Las partes de paralelas interceptadas 

entre paralelas son iguales. 

Espl, Sean Afi, CD (ñg. 35) dos paralelas^; digo 
que si desde la AB se tiran i la CD las FG, HE, KL-, 
MN, &c, paralelas entre sí, todas estas partes, y Jo 
mismo las FH, GE, d'HK, EL, &c. comprendida! 
por las paralelas, son ignales, 

Dem. Tírese la secante GH, y se tendrán los trián- 
gulos FGH, GHE, que por tener eJ lado GH coman, 
el ángulo p=m, por alternos internos entre las para- 
lelas ÁB. CD, el ángulo h~q por Ja misma xazon en- 
tre las FG, HE, serán (261) iguales; luego se tendrá 
FG:=H£, FH:=G£. Del mismo modo se demuestra 
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de todas las demás , y resuita L. Q, D. D. 

£sc. I.** Si fuesen perpeadicu lares sucedería lo 
mismo, y se deducirá que las paralelas están equidis- 
tantes en todos sus puntos. 

Esc. 3.^ La igualdad de los triángulos FGH, 
GHE , da el ángulo GFH=;G£H ; y coino n=q , y 
m=:pt será aumando n-Mn=g-+-p, ó FGE=:FHE. 

«87 Teor. Si dos líneas cortadas por otra, forman 
cof ella dos ángulos internos que juntos valgan menos 
que dos rectos , dichas líneas se encontrarán hacia el 
paraje donde forman dichos ángulos. 

Espl. Si las dos líneas UT, AB (fig. 33), cortadas 
por la GH, forman los dos ángulos UGH, AHG, ta- 
íes que UGH-kAHGot, se llegarán á encontrar ha- 
cia la izquierda de la GH. 

Dem. Sino se encuentran, serán paralelas (e/S)} 
pero si en G foraiaaios el ángulo HGC tal, que jun- 
to con el AUG valga dos rectos ó ir, la línea DC se- 
rá paralela á la AB; luego se tendrían tiradas por el 
punto G dos paralelas UT, CD, á una misma Mnea 
AB, lo que no puede ser (279 cor. a,*^); luego diuhas 
líneas, prolongadas suficientemente, se encontrarán. 
Y esto se verificará hacia la izquierda de la GH, por- 
que no pudiendola>UT voirer á encontrar en ningún 
punto á la 6D, con menos razón podrá encontrar á 
la parte HB; luego se encontrarán hacia la izquierda, 
que es hacia donde forman los ángulos cuya suma es . 
menor que dos rectos. L. Q. D. I). 

383 Teor. Dos ángulos que tienen sus lados para- 
lelos, 6 son iguales, ó son el uno suplemento del oírot 
son iguales^ cuando sus vértices están vueltos hacia 
un misma lado, ó en situación enteramente opuesta; y 
ton el uno suplemento del otro^ cuando le tienen vuel- 
to hacia diferente lado. 

Espl. Los /ios ángulos n , m- (fig. 36), qne tienen 
sus lados paralelos y sus vértices vueltos hacia un 
mismo lado, d los m y o que los tienen en una situa- 
ción enteramente opuesta, son iguales; y los DEG y 
m, que tienen los lados paralelos y sus vértices há- 
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cia diferente lado , sou el uno suplemento del otro. 

Dem. ProMngcese la DE hasta que encuentre i 
la BC en H; y será n=p^ por correspondientes entre 
las paralelas GF, BC, siendo la secante DH; y p=m 
por correspondientes entre las paralelas AB, DH, y la 
secante BC; luego /n^^yi; y como n=.o por opuesto al 
vértice, será también m:=a. 

Ahora, DEG es suplemento de n ; luego también 
lo será de su igual m, que era todo L. Q. D. D. 

389 Teor. Las tres ángulos de un triángulo valm 
juntos dos rectos^ ó tt, 

Derti. Si por el vértice A (fig. 37), se tira la DE 
paralela al ludo BC, ae tendrá m=C,n=:B,paT alter- 
nos internos entre las paralelas BC, DE, siendo las 
secantes AC , AB ; luego sumando será m-hn=zC+Bi 
y añadiendo el ángulo o , será m+n-Ho— C-hB-^-o; 
pero {§ 254 cor. 3.") m+n~H>~'n , luego C+B-+-o=«, 
que es L. Q. D. D. 

Cor. t° Luego d^dos dos ángulos de un triángu- 
lo , se conocerá el tercero , restando de dos rectos la 
suma de los dos dados; y dado un ángulo, se hallará ¡a 
suma de los otros- dos, restándole de dos rectos; asi, 
en un triángulo cualquiera un ángulo es suplemento 
de la suma de los otros dos; y al contraria ; y en un 
triángulo rectángulo cada ángulo agudo es comple- 
mento del otro, pues entre los dos valen un recto. 

Cor. s .° Si dos triángulos tienen dos ángulos igua- 
les, el tercero será, igual al tercero ; pues en' ambot 
ha de ser lo que falta á los otros dos para dns rectos. 

. Iht círculo y de las rectas consideradas en él. 

390 Teor. El diámetro es la mayor de todas lat 
cuerdas. 

Espl. Sea AB na diámetro (fig. 38}, y AD aat 
cuerda; digo que AD<AB ó que Ab>AD. 

Dem. Tirando el radio OD al otro estremo de li 
cuerda, se tendrá (§ s68) AO+OD>AD; pero 
A(>i-OD=:AB, luego AB>AD, que era L. Q. D. D. 
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391 Teor. En un mismo circulo 6 en cU-gulotigua' 
les^ arcos iguales tienen cuerdas iguales , y cuerdas 
iguales subtenden arcas iguales. 

Espl. Sea ADBF (líg. 39) un cfrcalo; digo que si 
se suponen los arcos AzD , Ax¥ iguales , las cuerdas 
AD, AF, también lo seriíci; y si se suponen las cuerdas 
AD, .iF iguales, loe arcos AzD, AxF serán iguales. 

Dem, I, Tírese el diámetro AB; y concibiendo 
doblada por él la figura, la parte AFB se confundi- 
rá (S49) con ADB ; y por ser iguales los arcos A2D 
y AxF , el punto F caerá sobre el punto D ; pero el 

Í)UDto F es también estremo de la cuerda AF, y D 
o es de la AD : y ademas dichas líneas tienen co- 
iDun el punto A; luego se han confundido en sus ea- 
tremqs; luego (245) serán iguales. L. i.^Q. D. D. 

2.** Si ADi=AF, tirando los radios CD,CF, los 
triángulos ACD, ACF, serán iguales (259)1 y darán 
el ángulo CAF= al CAD, Esto supuesto, si se dobla 
la figura por el diámetro AB, la parte AFB , caerá 
sobre ADB, y el punto F caerá sobre el punto D, 
por la igualdad de los triángulos ; pero el punto F 
y el D, estremos de las cuerdas, son también estre- 
ñios de los arcos i lu^o habiéndose confundido Jos 
estremos de los arcos, serán iguales. L. 2." Q. D. D. 
Cor. Si en el primer caso tiramos Jos radios CD, 
CF, los triángulos ACD, ACF, serán iguales (259), ' 
y darán el ángulo ACD= al ACF; 
de donde se deduce que si desde los estremos de dos 
arcos iguales de un mismo circulo ó de círculos igua- 
les , se tiran radios al centro , los ángulos formados 
por dichos radios son iguales. 

293 TeoT-fn un mismo circulo, ó en círculos igua- 
les, el mayor arco tiene mayor cuerda; y la mayor 
cuerda subtende á mayor arco. 

Dem, I ," Porque si se supone el arco AjiH>AsD, 
tirando las cuerdas AD, AH, y los radios CD, Cti, 
los dos lados AC, CH del triángulo ACH, serán 
iguales á los dos lados AC, CD del ACD; el ángulo 
ACH , que es todo respectó del ACD , será mayor 
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que ¿I; y por Jo míemo (272) el tercer lado AH>AD, 
que ésL. i.^Q. D. D. 

a.* ^i AH>AD, digo qne será AzH>A«D. 

Porque si esto no ae verifica, será AzH^tí ^AzD. 

Si A«H=A«D, resultará AH:^AD, que es contra 
el supuesto; si AzH^AzO, se tendría por la primera 
parte AH<:AD, que también es contra el supuesto; 
luego lio pudieodo ser AH igual ni menor qus. AJD, 
será AH>AD , que es L. 2." Q. D. D. 

293 Teor. A una línea que corta á la cuerda de 
un círculo, le pueden suceder tres cosas : primera^ 
^lepase por el centro; segunda, que sea perpendicular 
4 la cuerda ; y tercera , que la divida en dos parte» 
iguales i digo que- si se verifican dos de estas eosat^ 
se verificará la tercera. 

Dem. Supongamos primero que la CP (fig. 40), 
salga del centro y sea perpendicular á la cuerda FM; 
digo que divide á la cuerda en doa partes iguales, 
esto es, que FP=:PM. , 

En efecto, por salir la CP del centro, tiene no 
punto C equidistante de F j de M ; y por ser per- 
pendicular los tiene, todos (273 cor. s-"); luego el 
punto P que es punto de la CP, está equidistante de 
F que de M ; luego las lineas FP , PM , que miden 
estas distancias , Eer:!n iguales. L, 1° Q. D. D. 

2." Si la CP sale del centro y divide i la FM «B 
dos partes iguales, digo que es perpendicular á la FM. 
En efecto, por salir la CP del centro, tiene el 
punto G equidistante de F y de M ; y por dividir á 
la cuerda en dos partes iguales tiene el punto P equi- 
distante de F y de M ; luego la línea CP tiene dos 
puntos C y P equidiatantea de loB F y M de la FM; 
_ luego (E74) le será perpendicular. L. 2." Q. D. D. 
3." Si la CP divide á la cuerda FM en dos partes 
iguales, y le es perpendicular, pasará por el centro. 
En efecto, por dividir la CP á la FM en dos partes 
iguales, tiene el punto P equidistante de F que de Mj 

Lpor serle perpendicular, pasa (274 cor.) por todos 
I puotoí que en dicho plauo están á igual distancia 
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de F qae de M; y coaio el centro es uno de esto», se 
4eduGe que la CP pasará por ¿1. h. 2." Q. D. D. 

394 Teor. La lútea que cumple con estas circuns' 
taaciaa divide en dos partes iguales al arco que la 
cuerda subtende. 

Dem. Porque siendo perpendicular, y teniendo un 
panto equidistante de F y de m, los tendrá todos; 
luego el punto Q donde la CP vaya d eucontrar al arco 
FQM, también estará equidistante de P que de Mj 
luego las cuerdas FQ y QM serán iguales ¡ luego tam- 
bién lo serán los arcos F/Q, Q/nM, que es L. Q. B; I>. 

Esc. Recíprocamente , si una línea CP sale del 
centro y divide al arco en dos partes iguales , será 
perpendicular á la cuerda FM de dicho arco. Por- 
que por Í39 condiciones con que está tirada, tiene el 
punto C y el punto Q equidistantes de los estremos 
F, M, de la cuerda PM. 

295 Teor. Si en un circulo se tiran dos cuerdas 
paralelas, los arcos que estas interceptan serán iguales. 

Espl. Sean FM y fin estas dos paralelas; digo que 
los arcos Fy, Mm son iguales. 

Dem. Si desde el centro C tiramos una línea CP 
perpendicular á una de ellas, lo será igualmente i la 
otra(s3o), y dividirá (393 y 394) tanto á ellas como 
á los arcos FQm, /Qm, en dos partes iguaies , y se 
tendrá P/2=MmQ, fÓr='nQi 

restando estas ecuaciones será F^Q— _/lQ=;IVImQ — mQ, 
ó arco F/=Mm, que era L. Q. D. D. 

296 Teor. Dados tres puntos A, £, C (fig. 41), 
que no estén en linea recta , se puede siempre hacer 
pasar por ellos una circunferencia de círculo. 

Costr. Únanse diuhoa pontos por medio de las 
líneas AB, BC, y divídanse estas en dos partes igua- 
les por medio de las perpendiculares £L, KO, lai 
cuales se encontrarán en el punto 0,que será el centro. 

Dem. En efecto , sina se encuentran , serán pa- 
ralelas; y en este caso la. AB perpendicular á VE, será 
perpendicular (280) i PG en el punto K; pero BK, 
prolongación de AB,' es diferente de BF, pues que 
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los tres pontos A, B, C, no están en Knea recta; loe- 
go tendríamos dos perpendiculares BF, BK, tiradas 
desde un mismo punto B , á la línea GK , lo que es 
imposible; luego las perpendiculares D£, FG, se cor- 
tarán en un punto tal como O. 

Ahora , por pertenecer el punto O á la perpen- 
dicular DG , está á igual distancia de los dos pantos 
A 7 B i el mismo punto O, por pertenecer á la per- 
pendicular F6, está i igual distancia de los dos pun- 
tos B, C; luego las tres distancias OA, OB, OCi sod 
iguales; luego la circunferencia descrita haciendo cen- 
tro en O con el radio OB, pasará por los tres puntos 
A, B, C, que esL. Q. D. D. 

Cor. I ." Para trazar una circunferencia por tres 
punios dados ó por los tres vértices de un .triángulo, 
se aplicará la costruccion del teorema. 

Cor. 2." Para hallar el centro de un circulo, ó 
de un arco de circunferencia , se tirarán de un modo 
úualquiera dos cuerdas AR, BC; se dividirán en dos 
partes iguales por media de perpendiculares , y el 
punto donde se encuentren será eLcentro. 

297 Cuando una línea corta á la circunferencia 
de UD círculo, teniendo parte dentro y parte fuera, se 
llama secante: tal es la Afi (íig. 42). 

Y cuando una línea es tal que no tiene mas de an 
punto común con la circunferencia, teniendo fuera to- 
do lo demás, aunque se la prolongue , se llama tem~ 
gente : tal es la CE. El punto U, que es común á la cir- 
cunferencia y á la tangente, se llama punto de contacto, 

298 'Teor. Toda línea CE perpendicular al estre- 
mo D de un radio , es tangente del circulo. 

Dem. Por ser CE perpendicular á OD, esta lo se- 
rá áC£(§ 234 cor. 2.") y se tendrá la oblicua ON>ODj 
luego el punto N estará fuera del círculo; luego la 
línea COE nu tiene cumun con la circunferencia sino 
el punto D; luego es tángeme. L. Q. D. D. 

Cor, De aquí se deduce qne para tirar una tan- 
gente por un punta dado en una circunferencia , se 
tirará el radio correspondiente á dicho punto , y en 
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el estremo de este se levantará una perpendicular. 

S99 Teor. Toda tangente es perpendicular al ra- 
dio en, el punto de contacto. 

Dem. Por suponerse la CE tangente, todos sas 
puntos están fuera del círculo , escepto el de contac- 
to D; luego toda línea que desde el centro termine en 
la CE, es mayor que la OD ; luego la OD es la línea 
mas Gort^ que desde O se puede tiraí á la GE; luego 
es perpendicular. L. Q. D. D. 

De los ángulos considerados en el círculo. 
300 Teor. Si haciendh centro en el vértice de un 
ángulo^ con un radio cualquiera se traza un arco, y se 
concibe dividido en un número cualquiera de partes 
ifftales, y por tos puntos de división se tiran radios 
al vértice, los ángulos en que quede dividido el ángu- 
lo dado serán iguales, 

Espl. Sea el ángulo COA (fig. 43) ; digo que SÍ 
con un radio AO, se traza un arco ABC, y se divide 
en partes iguales AB, ^D ,&c. y por los puntos de 
división B , O , &c. se tiran los radios OB, OD^ &c., 
los ángulos AOB, BOD, &c. serán iguales. 
- Dem. Doblando la^lígura por el radio OB, se. ten- 
drá (349) que el arco AB caerá aobre el arco BDG; y 
por ser iguales ios arcos AB,BD, el estremo A del pri- 
mero caerá sobre el estremo D del segundo; luego ha- 
biéndoso confundido el punto A con el D, las líneas 
. AO, 00, que parten desde un mismo punto O, tam- 
bién se habrán confundido (245); luego (251 esc), 
los ángulos serán iguales. Como lo mismo Be demos-. 
traria de los demás , resulta L. Q. D. D. 

301 Teor. Si desde los vértices O, o, de dos án- 
gulos AOC, aoc, se describen con un mismo radio dos 
arcos de círculo, la relación de los arcos comprendi- 
dos entre los lados de cada ángulo, será la misma que 
la de eftos ángulos. 

Espl. Aqtif pueden ocurrir dos casos! ó que loa 
dos arcos AC,<ic tengan una'comua medida (245 esc.}, 
(t que no la tengan. 
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Dem, I .° Si log dos arcos AG j ac tiínen por co- 
tnun medida al arco AB=^b, colocifndolB sobre cada 
uno de ellos tantas veces cotno se pueda, quedarda 
divididos ambos ea partes iguales ; y iiamaudo m al 
niimero de partes iguales á AB que contiene el arco 
AG, y n ai niimero de partes iguales á ab=:AB, que 
cunlieoe el ac^ se tendrá ACir^nxAB^ ac=nxAB; ' 
y formando proporción y simplificando por AB, será 

AC:ac: ;nixAB:nxAB: :m:n; 
ahora', si por ios puntos de división se liran los radios 
OB,&c. o¿,&'c.,el ángulo AOC quedará dividido (300) 
en tantos ángulos iguales con AOB, como paites igua- 
les á AB contenía el arca CA , esto es , ea m ángulos 
iguales; y por la misma razón el ángulo aoc quedará 
dividida eu n ángulos iguales á ao/)^ AOB , .por lo 
demostrado (§ £91 cor.); y se tendrá 

AOC=mxAOB, aocr:nxoo¿=nxAOBj 
y formando proporción, será 

AOC;ooc:;mxAOB:^xAOB::íJí:í^ 
y como esta proporción y la anterior tienen cómanla 
razón f»:o, resultará (§ i3^, 2.^) ÁC:ac;AOCiaoc. 
Luego la relación de los arcos &c. 

a ° Si los arcos AC, ac soa incomen's arables, digo 
que la relación de dichos arcos no puede ser atajoi 
ni menor que la de los ángulos, y de consiguiente 
será igual. 

Si,ae supone (fig. 44) la relación de los ángulos 
menor que la de los arcos, ó AOC:úoc<;AC:ac, 
para que la segunda razón sea igual con la primera, 
ge necesitará que su consecuente oc crezca, y se con- 
vierta v.-g. en ad; lo que dará AOC:aoc::AC:ad. 

£a este caso , concibiendo dividido el arco AG en 
dos partes iguales, y luego en oirás dos &c. se llega- 
rá á nn arco menor que cd, el cual colocado sobre el 
acd, hará que uno de los puntos de división caiga en- 
tre cy d, V. g.ea e-f con lo cual los ánglilos AOC y 
0oe, guardarán laniisma relación que los arcos comen- 
surables AC, ae, y se tendea AOC:a<ie::AC:ae; - 
peto esta -proporción tiene los mismos antecedentes 
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qae la anterior, lurgo (184, 2." cor.) los comccoentes 
der^n aociaoey.ad'.aei 

pero eelo eg un absurdo, pues la priinara Ttxotí aoc'.ao» 
es de menor desigualdad, y la segunda ad:ae, es de 
mayor ; luego- la relación de los ángulos no puede 
ser menor que la de los arcos. 

Tampoco puede ser mayor; porque si se supone 
AOGroooAC :ac, 
disminiiyendo el consecuente de la segunda razón , lo 
suficiente para que resulte igual con la primera, y su- 
poniendo que se convierta eo ad', se tendrá 

AOC:aoc::AC:ad'; 
^concibiendo dividido Como tfntes el arco AC en partes 
iguales, bastante pequeñas, para que colocada una so- 
bre el arco oo las veces que se uecesite, caiga un pun- 
to de división entre c y d\ como en e', se tendrá 

AOC:<ioe'::AC;ae'} 
que (184, 3.' cor.) dará aoc:aoe'::adf:ae', 
que es un absurdo , porque una rason es de mayor 
desigualdad, y otra de menor. Luego si la rason de 
loe ángulos no puede ser menor ni mayor que la de: 
los arcos, deberá ser igual. L. Q. D. D, 

30a Por esta ranm Ja medida de ¡oa ángulos es 
el arco de círculo comprendido entre sna dos lados, - 
y descrito desde sn vértice como centro. 

Para entender bien esta medida debe saberse que 
la circunferencia se considera dividida en 360 partes 
iguales, que se llaman grados; oada grado en 60 par-, 
tes iguales , que se llaman minutos j cada minuto en. 
60 partes iguales, que se llaman tegundot ; cada se- 
gundo ea 60 terceros &e. Los grados se selaffan con 
una o sobre el niimero, los minutos con un acento, los 
segundos con dos &c, de manera que $f°iY'i4"sa"'^ 
quiere decir 57 grados, i^ minutos, 44 segundos, y 
33 terceros. Oe consiguiente la medi<^ de un ángulo 
recto es un cuadrante ó 90°. 

303 Teor. El ángulo formado por una tangent» 
y una cuerda, tiene por medida la mitad del dm 
que la aurda tuhtenáe. 
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EspL Sa el áaguJo £TA (Gg! 45), formado por 
la cuerdft AT y por la tangente EM; digo que tiene 
por medida la mitad ¥T del arco TFA que la caerd* 
AT subtende. 

Costr. Tírese el diámetro HP perpendicular á !«■ 
cnerda AT, el 6D paralelo á la misma cuerda, j tí- 
rese el radio CT. 

Dem. Por ser FH perpendicalar á AT', lo aera 
también á au paralela BD (§ 280) ; luego el ángul(>' 
FCD es lecto; el ángulo ETC también es recto (999), 
luego (933) será FCD=H;TC. 

Ahora, el 'ángulo o^>, por al^rnba internos entre 
las paralelas AT , BO , Siendo CT la secante j laego 
restando estas ecuaciones , se tendrá 

FCD— o=ETC— p , ó n=ETA; 
pero por tener n su vértice en el centro del cfrcnlo^ 
tiene por medida al arco fTF ; luego el ángulo KTA 
que ea so igual, tendrá la misma medida ,FT , que 
«L.Q. D. D.. 

Esc. Gomo entre los dos ángulos ETA, ATM, han 
-de valer dos rectos^ el valor del ángulo ATM será lo 
qne le falte á la mitad de AFT para la semicircunfe- 
rencia, ó sa medida será la mitad del arco ABHT; 
luego ya se considere el arco mayor ó el menor que 
la cnerda subtende , se verifica la .proposición. 

304 Teor. El ángulo cuyo vértice estd en la ctr' 
ounfereTteia, formado por el concurso de doe euerdas, 
tiene por rnedida la mitad del arco que abrazan SMÍ 
dot lados. 

EspL Sea el ángulo DTE (fig. 46), «ayo vértice 
T está en la circunferencia, formado por las dos cuer- 
das TE, TD; digo que tiene por medida la mitad del 
arco ED que sos dos lados abrazan. 

Dem. Porque si en T se tira la tangeale AT, loa 
tres ángulos ATD, DTE, ETB, valdrán juntos la mi- 
tad de la circunferencia TEDM j pero, el ATD tiene 
por medida la mitad de TMD, y el BTE la mitad de 
TE; luego el DTE tendrá por medida la oiiud de DE, 
que era L. Q. D. D. 
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Oír. I." Si setrnen ios puntos D j Ecos el cen- 
tro C , el ángulo DC£ tendrá por medida todi> el arco 
DE, y DTE su mitad; luego será DCE=aDTE. Al 
¿ugulo DCE, por tener su vértice en el centro, se le 
llama áagalo central^ y al DTE, por tener su vérti- 
ce en la circunferencia, se le llama ángulo inscritoi 
luego el ángulo central es duplo del ángulo inscrito. 

Cor. 3." Todos los ángulos BAE , BCE, BDE 
(fig. 47), que tienen sus vértices en la circunferencia 
é insisten sobre un mismo arco SE, son iguales; por- 
que todos tienen por medida la mitad def arco BE. 

Cor. 3.*" Todo ángulo ACB (fig. 48), cuyo vérti- 
ce está en la circunferencia , y cuyos lados pasan por 
los estremos de un diámetro AB , es recto ; porqne 
tiene por medids la mitad del arco AEB, que es un 
cuadrante. 

Cor. 4.* Todo ángulo ACD, cuyo vértice^esté en 
la circunferencia y abrace un arco mayor que la se- 
micircunferencia , será obtuso ; parque la n>itad de 
este arco será mayor que un cuadrante; y todo án- 
gulo AClS, cuyo .vértice esté en la circunferencia y 
sus iodos abrucen un arco menor que lá semicircun- 
ferencia, es agudo;, porque au mitad será .menor que 
un cuadrante. 

305 Prob, En el estremo B de una línea AB (ñg.4^ 
que no se puede prolongar, levantar una perpendicular. 

Res. y Dem. Haciendo centro en unpunto cual- 
quiera C, trácese una circunferencia que, pase por B, 
y que ademas corte en otro punto cualquiera A i di- 
ctia línea. Por este punto tírese el diámetroAD; dúase 
el estremo D de dicho diámetro con el. B por medio 
de la ED; y está será la perpendicular pedida. Por- 
que el ángulo ABD es recto {304 cor. 3.°), y por lo 
mbmo la BD perpendicular á la AB. 

306 Prohl, Dado un punto A (fig. go) fuera de 
un circulo DEB , tirarle uña 6 dos tangentes. 

Res. y Dem. Uñase dicho punto A con el centro 
C del círculo, por. medio de la ACj sobre esta línea 
como diámetro, uácese una circunferencia j desde el 
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Smito dado tírense á los puntos de intersección D, 
, las líneas AD, AB, las cnales serán las tangente! 
pedidas. Porque tirando los radios GD, CB, los án- 
gulos ADC, ABC, que tienen su vértice en la cir- 
cunferencia del círculo BDA, y cayos lados pasan por 
los estreñios del diámetro AC, serán rectos; j por lo 
mismo la AD será perpendicular á DG, j la AB i 
CB ¡ y como DG , GB son radios del círculo dado 
DEB, resulta que las AD, AB, perpendiculares á es- 
tos radios, «on tangentes de dicho círculo. 

pe las figuras en general^ y propiedades de los aia- 
drildteros. 

307 Se Ihma figura el espacio terminado por líneas. 
En. la idea de figura entran estas dos : la del espacio 
cerrado, que se llama drea ó superficie^ y la de las 
Kneas que le cierran , que se llama contorno ó perí- 
metro. Las figuras terminadas por rectas, se llaman 
rectilíneas', las terminadas por una 4 machas cnrvas, 
curvilíneas; y las que por líneas rectas y cnrras, miS' 
tilíneas. 

Cuando dos figuras tienen sus perímetros de igual 
estension , se llaman isoperimetras j cuando sus su- 
perficies son iguales, se dice que son equivalentes^ y 
cuando son tales que superpuesta la una á la otra se 
confunden 'exactamente , se llaman iguales. 

Se dice que una figura está inscrita en nn cfr- 
culo, dque uB círculo está circunscrito á una figura, 
cuando todos sns ángulos están en la circunferencia 
de dicho círculo, como ABDG (fig- 51). 

Cuando una figura es tal que todos qns lados son 
tangentes de un círculo, se dice que está circunscrita 
al círculo, ó que el círculo est& inscrito en la figura: 
tal es la ABCDE (fig. 52). 

En general ae llama base'de una figura al lada 
sobre que se considera insistiendo; altura, la per- 
pendicular bajada á la base, desde el punto de la ti- 
gaia que diste mas de la liase ; y sf llama diagonal 
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toda Knea AD (fig. 51) , que desde un ¿n^lo va á 
parar i otro no inmediato. 

308 De esto y de lo dicho (a^o y 2^1} se dedu- 
ce, i." que el perímetro de una figura inscrita en 
una curva, es menor que la misma curva -^ 2,° de dos- 
figuras inscritas en una curva , la que tenga mayar 
número de lados tiene mayor perímetro; 3." el perí- 
metro de toda figura circunscrita á una curva , es 
mayor que la misma curva ; y 4." de dos ó mas fi- 
aras circunscritas á una curva, la que tenga mayor 
húmero de lados tiene menor perímetro; pues aquí 
llaoiainos perímetro á io que allí conjuntos de líneas. 

309 Cuando una figura está terminada por cua- 
tro líneas , se llama cuadrilátero. Si de estas cuatro 
lineas ninguna es paralela á otra , la'figura se llama 
trapezoide, como ABCD (ñg. 53); cuando dos son pa- 
ralelas entre sí, como AD, BG(fig 54), se llama tra^ 
pecio; y paralelogramo, cuando las cuatro líneas son 
paralelas de dos en dos. 

Hay cuatro especies de paralelogramos : primero, 
cuando los ángulos A y D (fig. 55) adyacentes i un 
mismo lado AD, y los lados AB, AD que forman un 
mismo ángulo, son desiguales, el paralelogramo se ¡la- 
ms romboide i cuando ios ángulos adyacentes á na 
niismo lado son desiguales, é iguales los lados que 
forman un mismo ángulo, como ABCD (fig. 56), se 
llama rombo; cuando los ángulos adyacentes á un mis- 
mo lado son iguales, y los lados que forman un mis- 
mo ángulo desiguales, como en la (fig. $y), se llama 
rectángulo; y cuando los lados que forman un mismo 
ángulo son iguales, y los ángulos adyacentes á un 
mismo lado también son iguales, como se ve en ABCD 
(fig. 58}, se llama cuadrado. 

Se llama base de un paralelogramo el lado sohre 
que se considera insistiendo, y la' perpendicular á la 
base ó á su prolongación, desde el lado opuesto, se 
llama altura; así, BE es la altura de los paralelo- 
gramos ABCD (figs, 55 y 56) , cuando se considera 
por base el lado AD. En un trapecio se llaman basia 
P T.I. 
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los dos lados paralelos; y altura la perpendicular ti- 
rada desde aoo de tilos al otro. 

3 lo Teor. Los cuatro ángulos de un cuadrilátero 
valen aw ó cuatro rectos. 

Dem. Porque (figa. 53, 54 y 55), tirando la dia- 
gonal AC quedará dividida en dos triángulos', cujos 
ángulos valen lo aiisuto que los del cuadrilátero; y 
como los ángulos de cada triángulo valen ^r, los del 
cuadrilátero valdrán zii ó cnatio rectos. L. Q. D. D. 

3 1 1 Teor. Si dos lados opuestos de un cuadrilá- 
tero son iguales y paralelos, será un paralelugramo. 

Espl. Si los dos lados Afi, CD del cuadrilátero 
ABCD (fig. 59), 800 iguales y paralelos, los otros dos 
lados AD, BC, también lo serán, y la figura será ua 
paralelogranio. > 

Dem. Si se tira la diagonal AG, se tendrán dos 
triángulos BAC, DAG , que tienen AB=CD por el 
supuesto; el lado CA común, y el ángulo fíi^^n, por 
alternos internos entre las paralelas AB, CD y la ge- 
cante AC; luego son iguales (aóo); luego AD=BC, y 
el ángulo j7^g; pero estos son alternos internos entre 
las líneas AD, BC, cortadas por otra AG, luego dichas 
líneas serán paralelas (281), y la figura un paralelo- 
gramo. L. Q. D. D. 

312 Teor. Si los lados opuestos dé un cuadrild- 
terosott iguales^el cuadrilátero será un paralelogratno. 

Espl. Sí en el cuadrilátero ABGD, se supone 
AD=BC,y BA=CD, 
digo que AD será paralela á BC, y BA á CD, 
y la ñgura un paralelugramo. 

Dem. Porque tirando la diagonal AG, los trián- 
■ gulus ABC, ADC serán iguales (259); luegd el ángu- 
lo m—n, y p^q; la primera ecuación da que CD es 
(a8i) paralela á BA, y la segunda que^D lo es á 
BC; luego la figura es un paralelogramo.'L. Q. D. D. 

313 Si aplicamos aquí lo demostrado (286), y se 
sustituye el lenguaje de paralelogramo , lados , CsPe. 
■e tendrá: primero, que la diagonal de un paralelogra- 
mo le divide en dos triángulos iguales. Segundo. £n 
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todo parálelogrümo son iguales los lados y ángulos 
opuestos. Tercero. Dos ángulos A., D, contiguos á un 
mismo lado de un paralelogramo, son (^84, 4.°) el uno 
suplemento del otro. Cuarto. Si uno de los ángulos es 
recto, lo son todos. Quinto. Si dos lados contiguos de 
un paralelogramo son iguales, lo son todos los demás. 

314 Si dos paralelo gramos tienen dos lados igua- 
les 4 igual el ángulo captprendido ^ serán iguales-^ 
pues lus otros dos lados Jo aerin por opuestos Á los 
dados; y los áagulos seráa el opuesto igual al dado, 
j los adyacentes también seráa iguales por ser su- 
plementos Bayas. 

Ademas puede observarse gtie si por la parte su- 
perior ó inferior de la AD, y por la derecha tí izquier* 
da de la AB, se tirasen varias líneas, y por el punto 
C se tirasen paralelas respectivamente á dicbas lineas, 
resultarían una porción de paralelogramoe, que todos 
tendrían una misma diagonal AG. 

De los polígonos, 

315 Una figura terminada por mas de cuatro lí- 
neas se llama polígono ^ si esli terminada por cinco 
lados, se llama pentágono ; si por 6, exágono; si por 
7, eptágono; si por 8, octógono; si por 9, eneágono; si 
por 10, decágono; si por '11 , endí'CíJgOHo; si por 12, 
dodecágono. Cuando ocurre nombrar un poligono'át 
tnas lados, ae dice polígono de 16, de so, de ^o lados. 

Un polígono es regular cuando tiene iguales todos 
sus ángulos y todos sus lados, como ABDKF (fig. óo); 
y es irregular cuando le falta alguna de estas cir- 
cunstancias, como ABCDEF (fig. 61), 

Se llama ángulo saliente de un polígono, aquel 
cuyo vértice mira bácia fuera de la figura, como lus 
A, Bj y ángulo entrante , aquel cuyo vértice mira 
bjcia dentro de la ügura como el D. 

Cuando el polígono es regular hay un punto den- 
tro, tal que todas las líneas que desde él se tiran á 
los ángulos , son iguales ; este punto se llama el ceit- 
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tro del polígono, y las líaeaa tiradas radios oblicuos^ 
y se llaman radios rectos las perpendiculares tirada* 
desde el centro á los lados; y en un polígono se lla- 
ma sajita i la diferencia entre el radio oblicuo y el 
radio recto. 

,^i6 Teor. La suma de todos los ángulos de un 
polígono vale tantas veces dos rectos^ como lados tie- 
ne el polígono mdnos dos. 

Dem. Porque si desde uno de los áoguTos A 
(fig, 61) se tiran diagonales, quedará dividido el po- 
Jígonu en tantos triángalos coino lados tiene menos 
dos; pero los ángulos de estos triángulos cooiponen 
los del polígono; luego los ángulos de éste valen taa- 
to como los de los triángulos; y como los de cada 
triángulo valen dos rectos, ac deduce L. Q. D. D. 

Cor. I.** Luego llamando it á dos íngulüs rectos 
rf ¿180" y B »l oilmero de lados, (íi — z)w será la es- 
presion del valor de lodos los ángulos de un pofigoao. 

Qtr. a,° Como en uq polígono regular todos los 

. ángulos son iguales, y hay tantos como lados, para 

bailar el valor de uno se dividirá el valor de todos 

que es (n— a}?r, por n que es también el niimero d« 

ángulos, y se tendrá: 

Ángulo de polígono regular ^^ ~,' 

Esc. La fdrmula anterior da á conocer que el án- 
gulo de un polígono regular siempre es menor que "ir; 
porque para obtener su valor , se ha de multiplicar 



Sastituyendn 3, 4, 5, &c. en vez de n, se tendrán 
los ángulos de los polígonos regulares siguientes, que 
ej muy dlil saber de memoria. 
^ogulo de triángulo equilátero =60°; 
^ngulo de cuadrado =90°, 
^ngulo de peiitágCino regular =108'; 
Ángulo de exágono regular =1 20'. 
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317 Teor. Si se dividen los ángulos de un polígo- 
no regular en dos partes iguales por medio de líneas^ 
esíasseeaconirardn en un mismopunfoy serán iguales, 

Espl. Si ]o3 ángulos A, B, D, &c. (fig. 60), se di- 
TÍdea en dos partes iguales por medio de Jas lÍDeas 
AG, BC, DC, &c., digo que estns se encontrarán ea 
un mismo punto G y serán igoales. 

Dem. Pues qne (316 esc.) el ángulo PAB<i8o°, 
su mitad GAB valdrá m^nos de 90''; por la misma 
razón ABC valdrá menos de 90°^ luego será 

CAB-hABG<i8oO; 
luego laa líneas AG, BC se encontrarán (387) en un 
puqto tal como C. Y como los ángulos CAE, CBA, son 
igualen por ser mitades de los iguales FAB, ABD, el 
triángulo ACB será isósceles y dará AC=:CB. 

Del mismo modo se demostrará que la DC encon- 
trará á la BC; pero falta probar que la DC encontrará 
á la BC en el mismo punto eu que la AC encuentra 
i la BC Para esto observaremos que los triángulos 
CAB, BCD tienen iguales los Jados AB, BD, é igua- 
les los ángulos adyacentes á estos lados, por ser mi- 
tades de los ángulos A, B, D, &c. del polífono; Juego 
serán iguales, y se podrán superponer j luego podr¿' 
mos concebir que el triáoguJo I)CB se doble por la 
BC, de modo que BD caiga sobre BA, en cuyo caso 
DC se confundirá con AC , é irán por consiguiente á 
encontrar á Ja BC en un mismo punto C. 

Como lo mismo se demuestra de todas las demás, 
resulta qne todas se encontrarán en C, y que 

AC=EC=DG=&c. qne es L. Q. D. D. 
. Cor. I ." Luego el punto C será el centra del polí- 
gono , y las líneas AC, BC, DC, &'c. los radios ohli- 
caos ; de manera que en todo polígono regular son 
iguales los radios oblicuos. 

Cor. s." Luego los triángulos CAB, CBD, CDE, 
Cs'c. son isósceles i iguales entre sí; porque tienen sus 
tres lados respectivamente iguales. 

Cor. j,." Si desde el centro se tiran las perpendi- 
culares CP, CQ, &c. á los lados de dicho polígono, 



c .y Google 



a30 OBOMETRfA. 

seria los radios recios ; y como los triángulos ACQ, 
ACP, tienen el Isdo AC comon,eI ángulo CAPi=CAQ 
por mitades de FAB, y el P^Q por rectos , resulta 
(¡73 cor. 2."} que son Iguales , y dan CP=CQ; 
luego en un polígono regular todos los radios rector 
son iguales. 

Cur. 4." El radio recio de un polígono regular di- 
.vide al ludo correspondiente en dos partes iguales^ 
porque (265 esc.) los triángulos FCA, AGB, &C. son 
is<ís<:cles. 

Cur. 5.** Si desde el centro de un pol/gono rega- 
lar y con el radio oblicuo , se traza una circnnferen- 
cia, esta pasará por todos los ángulos del polígono, 
y por consiguiente el círculo quedará circunscrito 
al polígono. 

Cor. 6." Si desde el centro del polígono se traza 
una circunferencia con un radio igual at radio recto 
(fig. 62), esta pasará por los estremos de todos ellos^ 
y siendo cada lado perpendicular al radio recto, que 
se ha convertido en radio del circulo, este quedará 
inscrito en el polígono. 

Esc. al cor. 5." y 6.° Debe observarse que radio 
oblicua de un polígono inscrito en un círculo, y radio 
de un circulo circunscrito á un polígono^ es una miS' 
ma cosa ; y que radio recto de un polígono circuns- 
erilo á un círculo , y radio de un círculo inscrito en 
un polígono , es también una misma cosa ; ó mas ge- 
neral, el radio oblicuo de todos los polígonos que se 
pueden inscribir en un círculo , es el mismo que el 
del círculo en que lo están i y el radio recto de todos 
los polígonos que se pueden circunscribir á un circu- 
lo , es el mismo que el del círculo á que lo están. 

Cor. 7." Como todos loa triángulos ACB , ECD, 
&c. (fig. tío) son iguales, los ángulos ACB, BCQ, &c. 
formados en el centro, serán iguales^ y como en vir- 
tud de lo espucito (254 cor. 3.") todos valen 360* ó 
av , y hay tantos como lados , resulta que 

áng. del centro de un poI/g.reg,= . 
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Cor. 8.** El lado del exágono es-igual al radio 

del círculo circunscrito -, porque Jos triángulos ACB, 
BCD, &t;, (fig. 63) tjue eu todos los polígonos regu- 
lares son istísceles, en el exágono' son equiláteros, por 
ser equiángulos; pues siendo ABD=i2o'', su mitad 
GBA valdrá 60°, y taoibien CAB— 6o°i 
luego el AGB=6o°i luego GA=;AB. 

Cor. 9."* Luego para inscribir un exágono en un 
círculo basta colocar el radio seis veces sobre la ctr- 
cunj'trencia^ y tirar lineas por los puntos de división 
uá^ £, jD, fíe. Si ahora se quiere inscribir un trián- 
gulo equilátero , se unirán de dos en dos los estre- 
jnoa de los lados , con las líneas AD , DF , FA. 

Cor. 10," 1^5/ se quisiese un arco de 30", se di- 
vidiría (294) en dos partes iguales el arco AB cor- 
respondiente á una cuerda igual al radio. 

318. Para inscribir un cuadrado se tiraráa dos dií- 
fuetros AB, CD (fig. 64), que se crucen á ángulos 
rectos, y se unirán sus estremos por las cuerdas AC, 
AD, DB, BC. 

Si se levantan en A, B, G, D perpendiculares á, 
los radios OA, OB, OC, OD, se tendrá circunscrito 
el cuadrado ñíNPQ: en el cual por ser cada lado, 
V. g, MN igual (313, s.") al diámetro AB, se tendrá 
que el perímetro del cuadrado circunscrito vale cua- 
tro diámetros. 

Ahora, por ser el lado del exágono igual al radio 
del círculo circunscrito, su perímetro valdrá seis ra- 
dios ó tres diámetros; pero la circunferencia es uiajor 
(308) que el perímetro de cualquier figura inscrita, 
y raedor que el de la circunscrita ; luego la' circun- 
ferencia es menor que cuatro diámetros y mayor que 
tres , ó está entre tres y cuatro diámetros. 

De las líneas proporcionales. 

319 Teor. Si en una linea que con otra forma 
un ángulo cualquiera^ se toma un número cualquiera 
éte partes iguales , y por los puntos de división ^e- 
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tiran paralelas entre sí, hasta que encuentren á la 
■ otra^ y por estos puntos de concurso se tiran parale- 
las á la primera : cada una de estas lineas quedará 
dividida en partes iguales entre sí. 

Espl. Si eo la AV (fig. 65) que con Ib AZ forma 
un ángulo cualquiera YAZ, se toma 

AB^BC=CD=&c.: 
por los puntos de divisioD B, C, D, &c. se tiran lai 
BF, GG, &c. paralelas entre ti: y por los puntas F, 
G, H, &c. donde estas encueatran á la AZ, se tiran 
iaa FS, liT, &c. paralelas á la primera AV: digo que 
las partVs AF, FG, GH, &c. de la AZ, serán iguales; 
y que también lo scra'n las de las líneas FS, GT, &c., 
y las de CG, DH, &c. 

Dem. Por el supuesto se tiene AB^£G; 
pero BG^FK por lados opuestos del paralelogramo 
BGKF, luego AB=FK. 

El ángulo FKG=ABF (§ a88): 
el BAF=KFG, por correspondientes entre las para- 
lelas AV, FS, siendo la secante ^2'; 
luego (261) los triángulos BAF, KFG, ^erán iguales 
y darán AF=FG. 

Del iDÍsnio uiodo se demostrará qae el triángulo 
FKG=GNH=HPQ=&c4 
luego AF=FG=^GH=HQ=:6ec. 

Ahora, FK;=BG pur lados apuestos de psrslelo- 
gramo; y por la misma razón KL=CD, LM—DE, &c.; 
pero BC=CD^DE=r&:c. por el supuesto, 
luego FK=iCL=LM=&c. 

Para demostrarla re.ipecto de las CG , DH, &C., 
obser várenos que CK=BF por lados opuestos de pa- 
ralelügramo; BF=^KG por la igualdad de los trián- 
gulos ABF, KFG; luego CK=KG. 

Ahora, DL=CK y LN=KG, por Jados opuestos 
de paralelograuío } pero CK^KG por lo acabado de 
demostrar, Juego DL=LN; y como KG=NH por la 
igualdad de los triángulos FKG, GNH, resulta tam- 
bién que DL=Í,N=NH, que era todo L. Q. D. D. 
Cor. Puesto que AB=BC=&c. y AF=rG=&c. 
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resultará que la razón que tenga AB con AT , esa 
misma tendrá BC con FG , &c.; 
luego AB:AF::BC:FG::CD:GH::&c.:&c.; 
y □lultiplicándo los dos términos de la primera ra- 
zoa por una misma cantidad , se tendrá 

AB:AF::2AB:íAF::3AB:3AF::4AB:4AF:. 
nxAB:nxAr.;BixAB:ínxAF::&c.:&c. 
Esto quiere decir, que un número cualquiera a 
¿e partes de la primera es al mismo número de par- 
tes de la segunda , como otro número cualquiera m 
de partes de la primera es á este mismo número de 
partes de la segunda : ó alternada dirá : un número 
cualquiera a de partes de la primera es á otro nú' 
mero cualquiera m de partes de la misma , como el 
número n de partes de la segunda es al número m 
de partes de la mismas de manera que se tendrá eata 
serie de razones iguales 

AB:AF::BG:FG:;GD:GH::DE:HQ::AC;AG:: 

BD:FH; :CE:GQ; :AD:AH: ;&c.;&c. 

320 Teor. Si por un punto cualquiera del lado 
de un triángulo se tira una paralela á la base , los 
lados de dicho triángulo quedan divididos en partes 
proporcionales. 

. EspL Sea el triángulo ABC (fig. 66); digo que 
si desde un punto cualquiera D de uno de los lados, 
te tira una linea DE paralela á la base, esta línea 
dividirá á los lados BA, BC en partes proporcionales, 
de ipodo que se tendrá BA:BD::BC:BE. 

Dem. Aquí pueden ocurrir dos caeos : 1 .'^ que BA 
■ea comensurable coa BD, y 8." que no lo sea. 

En el primer caso sea la común medida de BA 
y BD la APj y representando por m el ndmero de 
veces que está contenida en BA, y por n las que está 
contenida en BD, se tendrá AB=bixAP, BD=:nxAP; 
y formando proporción y simplificando por AP, será 

AB:BD::mxAP:nxAP::ni:n; 
pero si por los puntos de división F se tiran líneas 
paralelas á la AC tales como la PQ, el lado BG que- 
dará dividida (3 1 9) en m partes iguales can CQ, y la 
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linea BE en n, y se tendrá BG=;mxCQ, BE=iixCQ} 
de donde BC:BE:;/nxCQ:MxCQ::m:ni 
luego esta proporción y la auterior (184, 3.°) darán 
AB:BD;:BC:BE. 
2.** Si BX y BD Búa incomensurables , digo qoc 
la razun de BA:BD no puede aer mayor ni menor que 
la de BC:BE. 

Eii efecto, no se puede ínponer BA:BD::BG:BL, 
■iendo BL<BE; porque en este caso concibiendo Ii 
BA dividida en partes iguales, tan pequeñas que ti- 
rando paralelas á AC por los puntos de división, caiga 
una de estas tal como de, entre E y L, i causa de ll 
comensurabilidad de BA con Btí, se tendrá 

BA:Bd::BC:Be. 
Cuya proporción y la anterior dará (§ 184, 2.' cor.) 
BDiüdr.BL-.Be ; resultado absurdo; porque la una 
razón es de mayor desigualdad , y la otra de menor. 
Tampoco se puede suponer, que BAiBDcBC^BL', 
siendo BL'>B£} porque concibiendo dividida la BA 
en partes tan pequeñas como se necesite , para que 
una de las paralelas tal como d'e', tiradas i la base 
AC por los puntos de división, caiga entre £ y L', 
se tendrá BA;Bd';;EGiBe'; 

y formando proporción con los consecuentes de estas 
dos proporciones, será fiD:Bd'::BL':fie', 
resultado absurdo por la misma razón que antes; 
luego no pudiendb ser Ja razón BA:BD> ni <BC:B£, 
■era BA:BD;:BG:BE , que es L. Q. D. I>. 

Cor. I.** Dividiendo esta proporción tendremos 
BA— BD:BD::BC-BE:BE, ó DA:BD::CE,:BE, 
la cual couipuesta y alternada, se convierte en 

DA+-BD^BA :C E4-BE=BC: : BD; BE: : D A : CE} 
que nos maniBfsta que las lados del triángulo son 
proporcionales coa las partes superiores é inferiora 
á la paralela, y estas proporcionales entre si. 

Cor. 2." De aquí se sigue también que si tres 
paralelas AC, DE, de, se cortaa por dos secantes Aá, 
Ce , estas y las partes en que quedan divididas por 
ia paralela DE , serán proporcionales entre sí j de 
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manera qne se tendrá Ad:Ce::AD:CE::Dd:Ee, 
6 Ad;AD:Dd::Ce:CE:Ee. 

Porque concibiendo prolongadas las secantes has- 
ta que se éncuentrea en B , el triángulo BAC nos 
dará Brf:Be::Aíí:Ce; y el BDE dará Bd:Be::Díi:Eei 
por Ip que (184, a-") será Ad;Ge::Díí;Ee; 
J (184, 4.') Aá— Dd:Ge~Ee::A£(:Ce:;Díí:Eej 
que leduciendo y permutando resulta 

Arf:Ce::AD;CE::Dd:E¿, 
6 (§ 185) Ad:AD:Díír:Ce:CE:Ee. 

3 s I Teor. Si una recta divide los lados de un trian- 
guio en partes proporcionales, es paralela á la base. 

Espl. Sea el triángulo BAC (fig. 67}; digo que" 
ii la £)£ divide los lados BA , BC , de modo que se 
tenga Í;A:BD;:BG:BE, 
la Ifnea DE será paralela á la base AG. 

Dem. Si la DE no es paralela i la AC, se le po- 
drá tirar por el punto D oua línea que lu sea. Si esta 
fuese la Be, se tendría (§ 320) BA;BD::BCrBei ' 
y como esta proporción y la del supuesto tienen los 
tres primeros términos comunes, resulta BE^Be, 
que es aliisurdo, porque BE es todo y Be parte suyaj 
luego la paralela á la base no puede caer por mas ar- 
riba de la DE. Tampoco puede caer por la parte in- 
ferior ; porque si se supone que la De' es paralela & 
la AC, resultará BE=Be', que también es absurdo; 
luego si la paralela tirada por el punto D á la base 
AC , no puede pasar ni por mas arriba ni por mas 
abajo de la DE, esta será la paralela. L. Q. D. D. 

322 Teor. La DE, que es paralela á la base, es 
también proporcional con la misma base i de manera 
que se tiene BA:BD::AC:DE. 

Dem. Tirando por D In DP paralela á BC, ten- 
dremos (320 cor. i.°) BA:BD::AC:CFi 
pero DE=FC por ser lados opufestos del paralelogramo 
DFCE; luego BA:BD:rAC:DE, que era L, Q. D. D. 

323 Proh!. Dividir una linea dada AG (fig. 68) 
tn las partes iguales, que se quiera , v. g. en ocho. 

Res. y Dem, Tírese por uno de sus estremos A 
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uaa línea cnalquiera AQ; tdmense en esta ocho par* 
tea iguales i uaa ntasnitud arbítrariü, tal como A^ 
dnase el estremo F de Ja octava divisioo con el G de 
la línea propuesta ; y por todos los puntos de divi- 
EÍon tírense paralelas i la FG, las cuales dlridirin i 
la AG en las ocho partes iguales que se deseaba (3 1 9). 
Esc. Si se qaisiera dividir la línea ea dos (ó mas) 
partes que tuviesea una razón dada, como de 3 á 5, 
se dividiria la línea AG en 8 partes por el método 
anterior j y la línea DE tirada por el punto que se* 
fiale uno de los ndmeros dados paralela i GF, di- 
vidirá la AG en las dos partes A£ , £G , que serán 
como 3:5 (§320 cor.) 

334 Prubl. Dadas tr^s lineas G, JíT, L (fig. 69}, 
hallarles una cuarta proporcional geométrica. 

Res. y Dem. . Fdrmese un ángulo cnalquiera VAZ 
con dos líneas inde6nidas AV, AZj en uno de los la- 
dos AV ttíinese una parte AB= con la i ,'' G; 
en el mismo lado tdmese otra parte AC^ con la a* K; 
en el otro lado AZ tdmese una parte AE^ i la 3.^ L; 
tinaae el estremo B de la primera con el E de la ter- 
cera por medio de ]a BE , y por el estremo C de Ii 
segunda tírese la CF paralela á BE, la cual irá á en- 
contrar al otro lado, de manera que la parte AF serí 
la cuarta proporcional pedida. Porqae el triángulo 
AGF (§ 320) da AB:AC::AE:AF, 
Ó sustituyendo á estas líneas sus iguales, G.'K::L:AF. 
Esc. S¿ sólo se diesen las dos líneas G, JC, y se 
pidiese una tercera proporcional geome'írica , se em- 
ftlearia la mí^nia costruccioQ sin mas diferencia qoe 
tomar AE=AC=J£. 

325 Probl. Firmar la escala uniiarsal jue se co- 
noce con el nombre de escala de milparte^, 
. Res. y Dem. Tdmese una magnitud arbitraria K 
(fig. 70) , y repítase wez veces sobre la AB desde A 
hasta O; tduiese toda la magnitud AO=::ioK , y re- 
pítase nueVe veces desde O hacia la derecha j en los 
estreñios levúntense perpendiculares, en las cuales se 
tomaráa umbieo diez partes iguales con otrs magoi* 
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tad arbitraria , y se tirarán líneas por los puntoe de 
divisioQ 1 , a , 3 , &c. que serán paralelas é iguales 
(311) á la AB ; y en la última CE fdriuense las mis- 
mas partes ijüe en la AB. 

Desde D á C y desde O á A, piíngase 10, 20, 30, 
fice, en las divisioces i.", a.' &c.; línase el punto O 
con el 10 de la de arribaj el 10 de la AO con el SO 
de la de arriba, y. así sucesivamente hasta unir el 
pnnto 90 de la de abajo con el C de la de arriba; 
iJQase también el punto O con el D, y en los puntos 
de división de la derecha se pondrán , tanto arriba 
como abajo, too, soo, 300, &c.; con lo cual queda- 
rá formada la escala. 

En ella se podrán tomar hasta mil parles, de es- 
ta manera: considerando que la distancia A90 vale 
diez partes , la AO valdrá too; y como AB=:ioAO, 
se sigue que la AB que es la mayor magnitud que se 
puede tomar, valdrá mil partes. 

Esc. 1 .° Ahora, para tomar an ndmero cualquiera 
de partes menor que mil , se procederá del modo si- 
guiente. En primer lugar esta distancia se debe tomar 
en la paralela á AB que pase por el punto que espresa 
el guarismo de las unidades del número propuesto^ 
y la magnitud estará espresada por la parte de esta 
linea que hay interceptada entre la linea que espresa 
las centenas , y ¡a que va desde las decenas de abajo á 
umt decena mas de la de arriba. Así, si se quieren to- 
mar 237 partes , se echará de ver que esta distancia 
se debe tomar en la línea 7F, y estará representada 
por la parte HN, interceptada entre la línea eoo que 
espresa las centenas , y la que desde el 30 de la de 
ahajo que espresa las decenas, va al 40 de la de arriba. 

Porque NH=H«i+ffir+/-N; ahora, H/n es igual á 
200, y por consiguiente vale 20a parles; la Nr=03O, 
también por lados opuestos del paralelogramo Nr03O, 
y por consiguiente vale 30 de estas parles; y la rm 
por lo que ahora probaremos val{i 7 de dichas partea; 
luego ÑH^2oo+3o-(-7=:a37 partes. 

Para probar que rm vale 7 partes , s^ obserTará 
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que el triáogalo ODio , por ser la rm paralela i 

Dio, drfrm:Dio;:0«:OD::7xOí:ioxOí:;7:ioi 

Di 0x7 
luego rm-= ; 

y como la distaDcia Dio la suponemos compuesta de 

10x7 
diez partes , resulta que rm^ =.7. 

Esc. 2.** Es muy importante el conocimiento de 
la escala, pues es lo primero que se ha de hacer pa- 
ra delinear ledo plano, y es la que en los mismúi 
planos y mapas sirve para conocer la distancia de do! 
puntos. 

De la semejama de las fijaras. 

326 Se llaman figuras semejantes las que tienen 
BUS ángulos iguales y sus lados proporcionales; y de- 
teruejantes ^ aquellas á que falta alguna de estas dos 
circunstancias. De modo que las dos figuras ABCDE, 
abcde (fig. 71) serán semejantes, siempre que sus án- 
gulos sean A=:a, B=A, C=c, &c., y ademas se ten- , 
ga AB:a6r:BG;¿c::GD:c<í::&c.:&c. 

327 Teor. rodos los polígonos regulare» de un 
mismo número de lados son semejantes. 

Dem.' Porque siendo en ambos uno mismoel nii- 
(a_a)« 
mero n de lados, la fórmula (§316 cor. a.") 

dará un mismo valor para cada ángulo; luego los án- 
gulos dei uno serán iguales á los del otro; y como en 
cada uno han de ser iguales los lados entre sí, resulta 
que la razón que uno de ellos tenga con otro, esa se- 
rá la que tengan Qtros dos cualesquiera. Luego serán 
semejantes. L. Q. D. D. 

"28 Teor. Si por un punto cualquiera del lado ai 
un triángulo se tira una paralela á una de las otros 
lados , se orijinorá un triángulo que será semejanit 
al primitivo. 
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' £spl. Si por el punto ¿' del lado AB (fig. 72), se 
tira la b'c' paralela á BC, el triángulo Ab'c' será bc- 
mejatite al ABC. ' 

Dem. Ambos triángulos tienen común el ángulo 
en Aj el ángulo en ¿'= al en B por correspondientes; 
el en c'= al en C , por la misma rezón ; luego son 
equiángulos. Ahora, el triángulo ABC nos da 
(§ 320 y 323) AB:A¿'::AC:Ac';:BC:iV. 

Luego estos dos triáugulos tienen los ánguIoB igua- 
les, y proporcionales los lados; luego soa semejantes. 
L. Q. D. D. 

329 Teor. Í>os triángulos Son semejantes , cuan- 
tío tienen sus tres lados proporcionales. 

Espl. Sean los dos triángulos ABC, abe, en qoe 
se supone AB:aA::AC:oc::BC:icj 
digo que los ángulos serán a=^A, fc=B, c;=C, 
y por to misniD los triángulos serán semejantes. 

Costr. Trfmese en el lado AB una parte Áb'=ab, y 
en AC uaa parte Ae'=ac, y ünase el pun lo ¿' con ele'. 

Dem. Por el supuesto tenemos AB:ab::ÁC:aci 
luego sustituyendo en vez de ab yac sus iguale* 
Afi', Ae', será ABiA6'::AC:Ac'; 
luego (321) la b'c' será paralela á la hase, y propor- 
ciunal (322) á la misma base; luego AB:A¿':;BCr6V; 
y como ab:^Ab', esta proporción y la del supuesto tie- 
nen los tres primeros termines iguales; luego el cuarto 
será igual en ambas, y se tendrá AV=ficj luego los 
triángulos AfcV, abe ^on iguales (259); y como Aé'c' 
es semejante (328) al ABC , resulta que su igual abe 
también será semejante á ABC, que era L. Q. D, D. 

330 Teor. Dos triángulos son semejantes cuando 
tienen, un ángulo igual , formado por dos lados pro- 
porcionales. 

Espl. Sean ABC , abe doa triángulos', en que se 
supone A=:o,y ABrij/i::AC:íic; digo que son semejantes. 

Dem. Hecba la coitruccion anterior resulta que 
si en ia proporción del supuesto sustituímos ea vez 
de ah, ac, sus iguales Ab' y Ac'j se tendrá 
AB:Ay::AC:Ac'i 
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luego la &V diride en partes proporcionales los la- 
dos del triángulo ABC, y por lo mismo será paralela 
á la basej luego (338) el triángulo A¿'c' es semejadte 
al ABC; 7 como abe es igual (z6o) con A¿'c', resulta 
que ahc será semejante á ABC, que es L. Q. D. D. 

321 Teor. Dos triángulos son semejantes cuando 
tienen sus tres ángulos respectivamente iguales, 

Espl. Sean dos triángulos ABC, abc^ en que se 
supone A;=a, B:=¿ y C^c; digo que son semejantes. 

Costr. Tdmese en AB una parte A¿' igual con 06, 
y por b' tírese la b'c' paralela á BC. 

Bem. El ángulo ¿'=B por correspondientes ; y 
como B;=& porel supuesto, será b'=bi luego los dos 
triángulos Kb'c'^ahc son iguales (261); peroAb'c' 
es semejante coa ABC , luego abe también io será, 
.que es L. Q. D. D. 

Cor. I." Cuando dos ángulos de un triángulo soit 
iguales á dos de otro^ los triángulos son semejantes^ 
porque ea este caso el tercer ángulo es igual al tercero. 

Cor. 3.** Dos triángulos rectángulos san semejan- 
tes^ siempre que ademas del ángulo recto tengan otro 
igual ó común. 

■ Cor. 3." Dos triángulos ABC^ DEF(ñg. 73) son 
semejantes cuando tienen sus lados parálelos ; porque 
si AB es paralelo á DE y BG á EF, el ángulo B— E 
(§ 388); y ademas por ser AC paralelo á DF será tguaX- 
oiente el ángulo C=F y A=íD. 

Cor. 4."* Das triángulos DEF, ABC (fig.?4), son 
semejantes cuando tienen sus lados respectivamente 
perpendiculares^ porque dando á uno de ellos aa 
cuarto de conversión (lo que no altera el triángulo) 
resultarían sus lados paralelos á los del otro. 

Esc. I.'' Dos triángulos rectángulos son semejan- 
tes cuando tienen proporcionales un cateto y la hipo- 
tenusa. 

En efecto, si suponemos rectángulos en B y en ¿ 
(fig, 72) los triángulos ABC, oíc, y que AB:AC"a6:íic, 
serán semejantes; porque tomando kb'^=,ab y kc'^mc^ 
la proporción se convertirá ea AB:AG::A¿':Ac'j 
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laego si utiimos el puntu b' con c' por medio de la 
b'e\ esta eerú (32 1) parakia á BC; y como el ángulo 
S es recto por el supuestD, taiubien lo será (284, 3/) 
el b'; luego (273 cur. a.") los triángulas Ab'c\ abe se- 
rán iguales; fjero Ab'c' es senjejante (328) al ABC; 
luego también lo será el abe, que era L. Q. D, D. 

£sc. a," Siempre que se hayan de sacar propor- 
ciones de triángulos seiitejaoles se compararán los la- 
dos del uuo cuu loe homólogos del otro; esto es, los 
que estén opuestos á ángulos iguales, ó sean parale- 
los ó perpendiculares. 

332 Teor. Si desde el ángulo recto de un trien- 
guio rectángulo se baja una perpendicular á la hi- 
potenusa , se verificarán seis cosas : 1.^ el triángulo 
quedará dividido en otros dos semejantes al tutid, y 
semejantes entre si; 2.^ la perpendicular bajada será 
media proporcional entre los dos segmentos de la hi- 
pot^nusa; 3.* cada cateto será medio proporcional, 
entre la hipotenusa y el segmento correspondiente^ 
4.* el cuadrado de la hipotenusa será igual á la su- 
ma de los cuadrados de los catetos; 5.^ los cuadra- 
dos de los catetos -serán entre sí como los segmentos 
correspondientes; y 5.^ la perpendicular será cuarta 
proporcional á la hipotenusa y á loí catetos. 

Espl. Si desde el ángulo recto A (fig. 75) del 
triángulo rectángulo ABG , se baja una perpendicu- 
lar AD á la hipotenusa BC, digo que se verilicarán 
seis cosas : i.' los dos triángulos AOB , ADC serán 
semejantes al total BAC, y semfjantes entre sí; 2.^ la 
perpendicular AD será media proporcional entre lo» 
dos segmentos BD y DC de la hipotenusa BC; 3." ca- 
da cateto AB ó AC será medio proporcional entre U 
bipotcnusa BC y el segmento BD, ó DC que i cada 
uno corresponde; 4-^ el cuadrado BCí^ de la hipote- 
nusa será igual á la suma BA^-hCA* de los cuadra- 
dos de los catetos; 5.* los cuadrados BA% CA* de los 
catetos serán entre sí como los segmentos correspon- 
dientes BD y DC; y 6.^ la DA será cuarta propor- 
cional á la hipotenusa £C y i los catetos CA , AB. 
Q T.I. 
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Dem. I." Por tener los triángalos BAC y BAD 
un ángulo coman Cn B, y ademas el primero uno recio 
A por el Bapuesto j y el seguodo el r tvnbieD recto, 
dichos triángulos serán semejantes (331 cor. a."). Por 
tener los triángulos BAG y DAC común el ángulo en 
C , y ademas cada ano uuo recto , el primero en A, y 
el segundo en m , tambicu serán semejantes. Ahora, 
de ser seaiqantes BAC y BAD se sigue que el ánga- 
lo en C=n; luego los triifogulos BAD y DAC , ade- 
mas del ángulo recto r y m, tienen otro ángulo ignil; 
luego (331 cor. 2.") son semejantes. L, i.** Q. D. D. 

2 .^ Por ser los triángulos BAO y DAC semejan- 
tes, darán (§ 331 esc. a.") BD:AD::DA:DC, 
que es L. 2.° Q. D. D. 

3.^ Lostriángulos semejantes BAC y BAD darán 
(331 esc. a.") BC:BA::BArBD(m>. 

Los BAC, DAC, dan BC:AC::AC:DC (n), 
qae junta con la (m) manifiesta L. 3.° Q. D. D. 

4.' Las proporciones (m) y (n) dan 

BA'=BCxBD (p), AC»=:BCxCD (q); 
y sumando, resolviendo en factores y reduciendo, 
será BA*-HAC"i:rBCxBD+BGxCD=BCx(BD-+CDh= 

BCxBG=BG» 6 BC'=AB»-+AC", 
que es L. 4.° Q. D. D. 

5.^ Si con las dos ecuaciones (p) y (q) formamo» 
proporción, y simplificamos por BC, será 

BA*:AG^:BGxBD:BCxCD;:BD;CD, 
^ue es L. 5.° Q. D. D. 

6.' Los triángulos BAC, BAD, dan 

BC:CA::BA:AD, que es L. 6." Q. D. D. 

fV. Una vez que BC^=BA"-(-GA*, si estraemos 
Ja raíz cuadrada de amlxis miembros será 

BC=v'BA'-i-CA"; 
luego en conociendo los dos catetos se conocerá la hi- 
potenusa, estrayendo la raiz cuadrada de la suma de 
los cuadrados de los catetos, Y si en la misma ecua- 
ción se despeja un cateto, tal como CA, se tendrá 
CA"=BC'~-AB^, que da CA^^BG'— BA% 
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la primera qaiere decir, que el cuadrado de un cauto 
es igual al cuadrado de la hipotenusa menos el cuadra- 
do del otro cateto; y la segunda, que en conociendo 
la hipotenusa y un cateto, se conocerá el otro cateto 
estrayendo la raíz cuadrada de la diferencia de los 
cuadrados de la hipotenusa y del otro cateto, 

333 Teor. Si desde un punto cualquiera A de la 
circunferencia (fig. 76) se baja una perpendicular al 
diámetro BC, se verificarán cuatro cosas: 1 ' la per- 
pendicular AS será media proporcional entre tos dos 
segmentos BD, DC del diámetro; 2.' si desde ios es- 
tremós del diámetro se tiran las cuerdas BA, CA á 
dicho punto de la circunferencia , estas serán medias 
proporcionales entre el diámetro y el segmento cor- 
respondiente; 3." los cuadrados BA^, CAt de dichas 
cuerdas serán entre si como los segmentos correspon- 
dientes; y 4.' el cuadrado £C del diámetro es igual 
á la suma de los cuadrados BA'^ CA* de las cuerdas^ 
que desde sus estremos se tiren á un punto cualquie- 
ra A de la circunferencia. 

Dem. £s la misoia que la del caso anterior, sdlo 
con sustituir las voces diámetro i la hipotenusa; cuer- 
da i cateto ; punto de la circunferencia i vértice de 
ángulo recto ; pues el triángulo BAG es rectángulo 
en A (§ 304 cor. 3.°) 

Cor. i." Una vezqueBA*=BCxBD, y BAeaan» 
cuerda cualquiera, se sigue que el cuadrado de una 
cuerda es siempre igual al diámetro ó duplo del ra- 
dio multiplicado por el segmento correspondiente á 
dicha cuerda. 

Cor. ü." Luego si se tienen dos cnerdas, tiradas 
cada una desde su diámetro, el cuadrado de cada una 
será ignal al diámetro millti pilcado por el segmento 
que le corresponda; y formando proporción con las dos 
ecuaciones, se tendrá después de simplificar la diti- 
ma razón, que en general los cuadrados de las cuerdas 
son como los segmentos que causan en el diámetro que 
pasapor uno de sus estremos, las perpendiculares baja- 
das desde tos otros estremos; y las cuerdas serán entre 



..y Google 



344 GEOMETKfA. 

si ( 1 90) como las rateas cuadradas de los segmentos. 

334 Probl. Entre dos líneas dadas K, L (fig.76), 
hallar una media proporcional, , 

Res. y Dem. Pdngase una á contÍQUacion de otra 
de modo que BD=K, DC^L; sobre toda la BC co- 
mo diámetro , descríbase la semicircuDferencia £ACj 
en el punto D donde se unieron, levántese la perpea- 
dicuJar DA hasts encontrar á la ctrcnnfereocia , la 
cnal seri! la media proporcional pedida (333 i."). 

335 Teor. En todo triángulo obiusángulo, el cuO' 
drado del mayor lado es mayor que la suma de los 
cuadrados de los otros dos lados; y en todo triángulo 
acutángulo, el cuadrado del lado mayor es menor que 
la suma de los cuadrados de los otros dos lados. 

Espl. Sea primero el triángulo obiusángulo ABC 
(fig. jj); digo que el cuadrado de AB es mayor que 
la suma de Jos cuadrados de AC y CB, ó que 

ab*>ac*-+<:b*; 

y sí el triángulo ABC (fig. 78) es acutángulo, se ten- 
drá AB'<AC*+CB*. 

Dem, I," Blando la perpendicular BD (fig, 77), 
el triángulo AÜB será rectángulo , y (332, 4-^) dará 

AB"=AD^+BD* (n); 
pero AD*=:(AC-+<:D)*=AC*+2ACxCD-t-CD*j 
y por ser rectángulo el tr'iánguloCBD será (§332 cor.) 

BD"=BG*-CD»; 
luego poniendo en vez de estos cuadrados sns valores 
en ia ecuación (n), se cunvenirá en 

AB *— AC V2 AC X CD-hCD*-+-BG»— CD'= 

AC=-4-BG=-4-íAGxCD; 
luego el cuadrado de AB, que es igual á la suma de 
los cuadrados de los otros dos lados, mas la cantidad 
sACxGD , escederá á dicha suma en esta cantidad} 
luego será mayor. L. 1.° (J, D. D, 

a." Bajandolaperpendicuíar BDffíg. 78)el trián- 
gulo rectángulo ABD dará AB^=AD*+BD* (p); 
pero AD'=(AG-CD)»=AG^-aAGxGD+GD*: 
y el EDC dará BD'^BC*— CD*; 
y sustituyendo estos valores en (p) resultará 
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AB»=AC'-2ACxCD-hGD»+BC*-CD»=: 
AG»+BC*— sACxCD; 
Jaego al cuadrado de AB, que es igual á la sama de 
los cuadrados de los otros dos lados, menos la canti- 
dad sACkCD, le faltará dicha cautidad para ser igual 
con ellaj luego será meaor. L. a.** Q. D. D. 

Esc. 1° Para cifrar eo ecuaciones la relación de 
los lados de los triúngulos , y para la espedicion de 
los cálculos, se señalan en general los áoguloc por las 
letras maydsculas A^ B, C, que se suponen en sus 
Vértices, y por a, 6, c los lados opuestos respectiva- 
mente á dichos ángulos,- como se ve (figs, 77 y 78J; 
con lo cual las dos ecuaciones anteriores reunidas en 
una, darán c^=6^-+-úi*±2¿xCD; 
que quiere decir, que en todo triángulo oblicuángulo 
el cuadrado del lado mayor (ó de un lado), es igual 
á la suma de los cuadrados de los otros dos , mas 6 
menos el duplo del lado sobre que se tira la perpen- 
dicular , multiplicado par el segmento interceptado 
por la perpendicular hasta el ángulo opuesto al lado 
que se considera. 

Esc. 2." Si el segmento CD fuese nulo, se ten- 
dria c^^=b^-ha^^ y el triángulo seria rectángulo, pues 
la perpendicular caería por el mismo lado AC , ó se- 
ria él mismo. 

336 Teor, Si desde dos vértices cualesquiera de 
un triángulo se tiran dos líneas al punto medio de su 
respectivo lado opuesto, dichas lineas se encontrarán 
á las dos terceras partes de distancia á su vértice 
respectivo. 

Espl. Sea ABC (fig. 79) uq triángulo cualquiera; 
digo que si desde dos ángulos cualesquiera A , G, sa 
tiran las AL, CO, á los puntos L, O, medios de los' 
ladoE opuestos BC, AB , el plinto de interseccíoa G 
distará de A los dos tercios de AL ó será AG^^AL, 
y del mismo modo CG^^CO. 

Dem. Porque tirando la OL, será (321) paralela 
á AC, pues divide en partes iguales á los lados AB, 
BC , y 66 tendrá (§ 323) AB:BO:;AG:OLi 
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y como .por el supuesto BO=JAB, resalta OL=JAC. 
Ahora, los triángulos OGL, AGC, son seiuejautes 
por tener los áagulus en G iguales por opuestos al 
vértice, el ángulo OLG^GAC por alternos ioteraos; 
luego (331 cor. i.**) son seinejaates, y darán 
' . AC:OL::AG;GL:;CG;GO; 
y como OL=^AG, será GL=¿AG, y OG=^G, 
ó se tendrá A6:GL::2:i} 

que componiendo, comparando con el antecedente, se- 
rá AG-fX;L=:AL:AG;;3:3, que da AG=f AL; 
del mismo modo se tiene CG^^CO, 
y resulta L. Q. D. D. 



337 



TeOT . Si dos ¡¿neos se encuentran dentro de 



un circulo , se cortan en partes recíprocamente pro- 
porcionales. 

Espl Se dice de dos Ifneasque están divididas eu 
partes recíprocamente proporcionales, cuando las par- 
tes de la una , á ella y una parte suya, forman tos 
medios de una proporción, y las partea de la otra, 6 
ella y una parte suya, forman Jos estremosj así, va- 
mos á probar que las dos líneas BA, DC (fig. 80) que 
se encuentran dentro del círculo ADBC, se cortan de 
manera que AE;EC:;ED:EB. 

Dem. Únanse los puntos D y A por la DA, y los 
B y C por la BC; los triángulos DAE, BEC tienen 
los ángulos en E iguales (357), y los en D y en fi 
iguales (304 cor. s.'^jpor insistir sobre un mismo arco 
AG ; luego son semejantes y darán A£:EC::DE:EB, 
que es L. Q. D. D. 

- 338 Teor. Si desde un punto fuera del Mrculo se 
tiran dos secantes que terminen en la parte cóncava 
de la circunferencia , las partes esternas serán recí- 
procamente proporcionales con las secantes enteras. 

Espl. Si desde el punto P (fig. 81) se tirsn al cír- 
culo ABDC dos secantes PD, PC, digo que tendremos 
PA:PB::PDrPC. 

Dem. Si tiramos las CB y DA, los triángulos PBC, 
FAD, ademas del ángulo común P, tienen iguales 
(304,00^8.") los C y Di luego (331 cor.i.'') serán seme- 
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jantes, y nos darín PA:PB::PD:PC, que es L.Q.D.D. 

339 Teor Si desde un ángulo de un triángulo se 
tira una perpendicular al lado opuesto , el lado so- 
bre que cae la perpendicular es á la suma de los otros 
dos i como la diferencia de estos es á la diferencia 
de los segmentos. 

Espl. Si desde el ángulo B del triángulo ABC 
(fig. 8s), se tira la perpendicular BD al Jado opuesto 
AG, se verificará que AC:AB+BG;:AB— BG;AD~CD. 

Dem. Haciendo centro en B con aa radio igual 
al la^o menor BC, trábese la circunfereticia CEGF, 
y proltíiiguese la AB hasta que encuentre á dicha 
circunferencia j con lo cual las dos secantes tiradas 
desde A darán (§ 338} CA:AE::AG:APi 

■T AE= AB -f-BE= AB+BC, 
pero < AG=AB— BG=AB— BC, 
¿ AF=AD— DF=AD— DG; 
luego sustituyendo estos valores en la proporción será 

AC:AB-hBC::AB— BC:AD-DC, 
ó espresando por S , s , los segmentos AD , GD , se 
tendrá b:c-Ui::i!^-a:S—s, que es L. Q, D. D. 

* « ^ . , rr (c-haYc~a) 
Esc. Esta proporción da o — s=; ; 

y como S-w=AD-(-DG=AC=i, 
se tendrá (§ 154) 

b _ , Jc-Hx)(c-a) ^ _ * (f-^^aX^-^ 

o — i-jx , y o — jx . 

z b a b 

340 ^eor. Si desde dos ángulos homólogos de dos 
figuras semejantes, ABCDE, abcde (fig. 71), se tiran 
diagonales á los demás ángulos^ los triángulos homó- 
logos, ó del mismo modo colocados, serán semejantes. 

Dem. Por ser las figuras semejantes, se tiene 
AB:aJ::BC:Ac::GD:crf::DE:ííe;:EA:eíí::&c.:&c., 
y A=a , B=A , G=^, D«=d , E^e , &c. &c. 

Luego los triángulos ABC, abe, tienen el ángulo 
B:=&, formado por dos lados proprocionale s ¡ luego 
son semejantes (330) y dan BC:¿c::CA:ca::CO:cd 
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(pur la leric de razuuea igualts del snpnesto), y el 

ángulo ACB=ac¿. 

Ahura, si de los ángulos totales en C y c, que soa 
iguales, quitamos los iguales ACB y ac¿, los reai- 
duos ACD , OEct , también serán iguales; luego los 
ti'iáiíguJus ACD, acd, S£ hallan en el misino caso que 
loí anteriores ; luego son semejantes ; y coniu lo mismo 
se demostraría de todos los demás, resulta L. Q. D. D. 

341 Teor, Recíprocamente, si dos figuras se com- 
ponen de un mismo número de triángulos stmejaates^ 
y del inismo modo colocados en cada figura , serán 
semejantes. 

Dem. De la semejanza de los triángulos A£C, 
abe, se deduce que ti ángulo B=¿ , y BCA=iicii; 
de la de los triángulos ACD, acd, se deduce que 
ACD=íícdi sitniaiidu estas dos ecníiciouea será 

BCA+ACD^Aco-Kíoá, á BQD=bcd; 
y como iu lui^mo demos tra riamos de Ide demás án- 
gulos, resulta que las fíguras' ABCDE, abcde^ tieaen 
iguales sus ángulos. 

Aliora, los triángulos semejantes ABC , abe, dan 
AB:a/);;BC;Ac::AC:fl'.-; 
los ACD, dfd, dan AC:ac::DCrííc::AD:aáí 
los ADE, ade, dan kD:ad::T>E:de.Xk:ea. 

La seguuda de estas series de razunes iguales tie- 
ne común con la |)rimera la razou--AC:at.', y lá tercera- 
tiene con la segunda común la AJy-.ad; Juego podré- 
IHOS enlazar las tres de este inndo 
AB:rtA::BC:Ac;:AG:ae:.DC:ác::AD:flíi::DE:í/e::EA:ea; 
6 prescindifudo de hi razones en que entran las dia- 
gonales, será AB:o6::BC;Ac::DG:dc::DE:íie:;EA:M. 

Luego, ademas de tener los áogulos iguales, tie- 
nen proporcionales los lados , y por lo mismo son se- 
mejantes. L. Q. D. D. 

Esc. Si representamos en general por L, i', i" 
íífc, /, /', /", (^c. los lados'de dos figuras semejan- 
tes: por P, p, sus perímetros: por D, d, dos diagonales 
humdlogas ; y por R , r, los radios rectos il oblicuos 
de dos poi/gouos regulares de un misoio niímero de 
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lados, que entifnces son semejaQtes (337), se tendrá 
L:l::L':l'::L":l"i:&c.:SíQ.;:D:íi, 
que (185, I.') da 

L+L'-hL"-i~&'c.:l^l'-+-l"-^&'c.::L:l::Did, 
ó reduciendo será P:p::L:l::D:d (ai), 
y sí son regulares será P-p::L:l::R.:r (n). 

La (nij quiere decir, que los perímetros de dot 
figuras semejantes son entre sí como sus lados ó dia- 
gonales homologas; y la (n) dice que en los polígonos 
regulares semejantes, los perímetros son entre sí como 
tos lados homólogos, acornólos radios rectos úoblícuos. 
342 yi siendo AB (fig. 83) el lado de un polígo- 
no regular cualquiera inscrito eu un círculo, se qui- . 
siese otro de duplo número de lados, uo habría mas 
que tirar el r^idio recto OG prolongado hasta B', y 
uuir el punto B' con los A, B^ pues cada lado AB' 
subtendería uo arco que seria la mitad del primero. 
Y si dado un polígono abcdef (fig. 85) inscrito , se 
quisiese uno circunscrito, se tirarían los radios obli- 
cuos (también pueden servir los rectos) Oa, 06, &c. 
y tirando en sus estreñios las tangentes FA, AB, &c. 
eu conjunto formaría el polígono que se quería j pues 
todos los triángulos aAb, ¿Be, &c. son iguales (261) 
é ísdsceles (303); de donde se sacará la igualdad de los • 
lados AB, BC, &c. y la de Jos ángulos A, B, C, &c. 

y si teniendo un polígono" MRVO (fig. 86) cír- 
eunscrito á un círculo, se quisiese otro de duplo nú- 
mero de lados , se tirarían los radios oblicuos CM, 
CR, &c. y en los puntos Q, D, Sec. donde encontra- 
sen á la .circunfereocía, se tirarían las tangentes PN, 
BT &c. y se tendiia el polígono PNBT &c. que se 
quería; porque tirando las AQ, AD, &c. todos los trián- 
gulos Q^iA , ABD serían iguales entre sí é isósceles. 

343 Teur, Si en un círculo se inscribe un polígono 
cualquiera, y después otro de duplo número de lados, 
y así sucesivamente , la sajitu correspondiente d cada 
uno irá siendo mas de dos veces menor que la del an- 
ierior: y por lo mismo podrá llegar á ser menor que 
cualquier cantidad dada , por pequeña que saa. 
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Espl. Sea ABED (fig. 84J un cnadrado iiMcrito ea 
tI círculo j digo que si ee le inscribe no octdgoao, j 
luego un polígono de 16 lados, y así sucesivameote, 
la sajita Bt del coadrado será mas de dos veces me' 
noF que el radio BC; y la Br del octdgono mas de dos 
veces meuor que la Bk del cuadrado, y así sucesiva- 
mente ; de manera que al cabo de cierto tiempo po- 
drá ser menor que cualquier cantidad dada. 

Dem. Si dividimos el arco BA en dos partes igaa- 
les en K, y tiramos la Ati y la BH, esta será d lado 
del paJfgono de duplo oiimero de ladosj y por ser los 
cuadrados de las cuerdas tiradas desde los estremoi 
de un diámetro (333 cor. 2.*^) como sus segmentos 
correspondientes, teadr^mos BA^:BH^::BC:B¿j 
pero por ser obt^jsdDguJo el trídugulo BHA se tiene 
(335> '■") q«e AB*>BH*-hAH'; 
pero AH=BH, luego AH*=BH», 

Í' la desigualdad anterior se convertirá en AB*>'sBH^j 
uego la proporción anterior es tal que el antecedente 
de la primera razón es mas de dos veces mayor que 
el consecueniej luego el antecedente BC de la segun- 
da será también mas de dos veces mayor que sa con- 
secuente B;¡, tí BC>2Bife, 
ó lo que es io mismo Bk<.^BG. 

Y como lo mismo se dcmostraria de Br respecto 
de Bk, &c. resulta (229 cor. a.") L. Q, D. D. 

344 Teor. Si á un círculo se le circunscribe iwi 
polígono regular cualquiera , y después otro de duplo 
número de lados, y así sucesivamente^ 1.° el lado de 
este último será mas de dos veces menor que el del 
anterior; y 2." la sajita del segundo será mas de dos 
veces menor que la del primero; y por lo mismo di- 
chas lineas podrán llegar á ser menores que cual- 
quier cantidad dada , por pequeña que sea. 
y- Espl. Sea MRVO (fig. 86) un cuadrado circuns- 
crits^l círculo, y TBNP&c. un ocltígono; digo i." que 
el lado del octógono NB es mas de dos veces meuer 
que el idei cuadrado MR, ó que NB<^MR; y 2.° qae 
Ja sajita Be del octtígono (siempre llamaremos .sajita 
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en un polfgono nfgnlar, la diferencia entre sos radios 
recto y oblicuo) es mas de dos veces menor que la RD 
del cuadtado, ó que Be<¿RD; y si se continiia cir- 
cunscribiendo polígonos de duplo niimero de ladoa, 
dicbas líneas podrán llegar á ser menores que cual- 
quier cantidad dada, por pequeña que Bea. 

Bm. I ." El triángulo rectángulo BDR da BR>BDi 
y como (§ 34a) BD=AB será BR>AB; 
por la niiaaia razón será MN>NA; 
turnando ordenadamente se tendrá 
BR-+-MN>AB-f-NA=:NBj 
y afiadiendo NB será BR-^.MN-+-NB>NB-i-NB, 
ó reduciendo será MR>aNB <JNB<¿MR, 
que es L. 1° Q. D. D. 

s.° Para demostrar la segunda parte, hallaremos 
Jos Talorés de las sajitas, y comparándolos se dedu- 
cirá lo que hemos dicho. £n efecto, bajando la per- 
pendicular D/ , esta será semílado del cuadrado ins- 
crito, al será la sajita del mismo cuadrado, y ademas 
la DI será paralela á aR; por lo que (320 cor. i.°) 
el triángulo CoR dará 

Cfl:CR::/fl:DR=í^=— x/« (m). 
Co Ca ^ ■' 

Bajando 1» perpendicular es , esta será semilado 
del octdgono inscrito, Ds será su sajita^ y ademas la 
es será paralela á BD ; por lo que el triángulo CDB 

CBxDí CB 
daráCD:CB::Dí:Bc=~— -=-— xDs (n). 

Comparando los valores (m), (n) de DR y Be, ge verá 
CR , , . , CB 



del segundo, pues teniendo igual denominador, el nu- 
merador CR del primero es mayor (273) que el CB 
del segundo: el factor ¡a del primero es (343) mas de 
dos veces mayor que el Ds del segundo; luege el va. 
lor de Be es por razón del factor GB menor que el de 
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DR; y por razan del factor Dj mas f'e dos veces me- 
nor; luegü con mas razoo será mas de dos veces menor, 
d se tendrá Bc<JDR, que es L. 2.° Q. D. D. 

345 Teor. Si en un círculo se inscribe y circuns- 
cribe un polígono regular de un mismo número de la- 
das , y después se inscriben y circunscriben otros de 
duplo número de lados , y asi sucesivamente^ la dife- 
rencia entre el perímetro del circunscrito y el del ios- 
crito podrá llegar á ser menor que cualquier Canti- 
dad dada, por pequeña que sea. 

Dem. Sea P el perímetro del polígono circunEcrí- 
tQ y R na radio recto, que es el mismo del círculo: j 
eeaap y r el perímetro y radio recto del inscrito; y 
como estos polígonos son semejantes (3Z7X ^'^^ perí* 
metros serán proporcionales (341 esc.) con sus radioi 
rectos, y se tendrá P:p::R:r; que dividiendo da 

P(R-t) 
P—p:P::R^r:Ri de donde aale P-p=-^^—. 

Y como en eJ valor de í*— p entra por factor R—r, 

que es la sajita del polígono inscrito, y esta va sien- 
do mas de dos veces menor al paso que se inscriben 
polígonos de duplo niimero de lados, resulta en vir- 
tud de lo espuesto (229 cor.3.''J que la diferencia P—p 
de los perímetros podrá llegar á ser menor que cual- 
quier cantidad dada por pequeña que sea, L. Q. D. D, 
Cor. Luego coa mas razón se podrá circunscribir 
6 inscribir un polígono al círculo, én que la diferen- 
cia entre et perímetro de uno ú otro y la circunferen- 
cia, sea menor que cualquier cantidad dada. Porque 
como la circunferencia (308) es mayor que el perí- 
metro del polígono ipscrito , y menor que el del cir- 
cunsctito, al acercarse estos perímetros el uno al otro, 
se acercarán con mas razón á la circunferencia. 

346 Teor. Las circunferencias de los círculos son 
entre sí como sus radios R, r, ó diámetros D, d. 

Dem. Sean P, p los perímetros de dos polígonos 
regulares semejantes, circunscritos i dos círculos cu- 
yas circuaferencias sean C, Cy los diámetros i>, £f, y Jí, 
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r los radios, qne tambieo son (3 1 7 esc.) Iob radios rec- 
tos de dicf\08polfgonos;y (341 esc.) se tendrá i':;)::ií:r; 
pero aumentando el niimero de lados de estos polígo- 
nos, se pueden acercar P á C, y p á c al mismo tiem- 
po tanto como se quiera (345 cor.); y siendo C, c cons- 
tantes, resulta (231) que P:p::C:c\ 
j como esta proporción y la anterior tienen una razón 
común, nos darán (§ 184, a.") Ctc-.-.R-.r-.izR-.ar.-.Did, 
qué es L. Q. D. D. 

Cor- 1.** Luego si se conociese la relación que un 
diámetro tenia con su circunferencia , en dando otro 
diámetro ó circunferencia se podría venir en conoci' 
miento de la circunferencia á diámetro respectivo; pues 
en cualquiera de estos dos casos serian conocidos ties 
términos de la proporción anterior. 

347 Pero Arqaimédes halM que dicha relación del 
diámetro á la circunferencia era la de 7 á 22; Pedro 
Aíec/o halltí la de 113 á 355; y la que nosotros hemos , 
calculada por procedimientos geométricos en nuestro 
Tratado elemental (tomo I, § 505) es la de i á 
3,14159365358979334; y por las series (tomo H del 
mismo Tratada haciendo uso de la fórmula del § 647)- 
faemos hallado ^ue la espresada relación es la de 

I ¿ 3iMi59265358979323Mz643383=795028; 
luego haciendo aso de esta liltima, para hallar la cir- 
canierencia correspondiente al diámetro D foruiaré- 
inos la siguiente proporción 

1:3,14159 &c.::DlCi=3,i4i59 &c.x2y=irIh^2'^Ri 
llamando ir al factor 3,14159 &c. Donde debe obser- 
varse que cuaudo la letra ir está en las espresiones de 
CÍrcunferencia,cfrculo,&c. espresa el valor 3,141 59&:c. 
y cuando se trata de ángulos vale dos ángulos rectos. 

348 Para rectifiear un arco ó hallar su longitud 
estendido en Ifnea recta, se dirá : 360°, que vale toda 
la circunferencia., es 4 su longiCad 3,141590=^0, 
como el número de grados G del arco es á su lour 

irDG 

gitud respectiva L; ú 36o°:«'D;:G:L=— . 

360» 
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349 IiOB cálculos que hay que bacerpara billar 
la relación anterior, son sumamente eomplicados bajo 
cualquier aspecto, y por cualquier método que se ba- 
gan, como puede verse en Itn parajes dntes citadoi; 
por lo cual ramos á poner aquí un método gráfico 
muy sencillo, que podrá servir para casi todas Ut 
aplicaciones pr;ic[icas. Es el siguiente. 

Sea AEBD (fig. 87) una circunferencia ; tirest 
en el punto A una tangente indefinida F& ; tómete 
(3 1 7 cor. 10.") el arco Ata de 30"; por el punto m íi'- 
rese el radio Oía hasta F; tómese ahora sobre la mil' 
jna tangente desde F á la derecha la magnitud FG 
igual á tres veces el radio ; desde el punto G tírese 
al estremo B del diámetro la BG, y esta será igual 
en longitud á la semicircunferencia ADB , aproxi- 
mada hasta mas de diezmiUsimaa. 

Eu efecto, tirando Ja mn perpendicular al rsdio 
AO , será semilado de eságono ^ y de consiguiente 
igual á k mitad del radio Omj por lo que el trián- 
mnxAO 



pero suponiendo el radio AÓ=:i, ttü mn=|AO=j, 

y OííssV'Oot*— ««•= Vi -^ = K í^=iV'3í 
4 

luego sustitayendo se tendrá FA^-r— 7-=-^= — , 

multiplicando arriba y abajo por V's ; de donde re- 
sulta que el cateto AG del triángulo rectángulo BAG 
será AG=3— ¿v/3 ; de consiguiente la hipotenoM 



BG Mfá BG=V'AB"-+-AG*=Va'-K3-jV3)'= 
^4+5_ax3x^ V'3 +^X3=y 1 3—2^3 +4= 
V'V— 2 V3=V/^— 3X1,7330508 = 



Í^i3i3333333— 3»464ioi6=v'9,86983i7=3,i4iS3 

D.3l.zac.yGOOgk 
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Pera la semicircuufereocia, siendo el radío la ani- 
dad, está espresada por 3,14159 &c. ; luego la Unes 
BG es igual' á la semicircunferencia BDA con méuos 
de una diezmilésima de diferencia. L. Q. D. D. 

SEGUNDA PARTE. 

De la estension en longitud y latitud, 6 de las su- ' 
perficies. 

350 Hasta aquí siílo hemos considerado en las fi- 
guras BU perímetro; ahora pasamos i manifestar las 
propiedades del espacio liue encierran , ó de las su- 
perficies. 

Teor. Los paralelogramos que tienen bases y al- 
turas iguales, ó que tienen una misma base y altura, 
ó que tienen una misma base y están entre unas mis- 
mas paralelas, son equivalentes, 

Espl. Sean ABCD, ABEP (fig. 88) dos paralelo- 
graaioa que lientn la misma base AB, y están com- 
prendidos entre las paralelas AB, DE (por consiguiente 
{286 esc. I.") tienen igual altura); digo que son igua- 
les en superficie, ó que ABGD=ABEP. 

Dem. En efecto , dichos paralelogramos nos dan 
AD^Ba, AF=BE; 
ademas, de aer AB=EE y AB=:CD, se saca GD=EF; 
y añadiendo CF será CD-i-CF=EF-+-CF 6 DF^CE; 
luego los tíiángulos DAF, CBE son iguales (259). 
Ahora, si quitamos estos triángulos del cuadrilátero 

ABED, se tendrá ABED—DAF=ABED~CBE: 
á ABEP=ABCD , que es L. Q. D. D. 

Cor. Luego iodo paralelogramo ABEF (fig. 89), 
equivale al rectángulo ABCD que tiene la misma 
base y altura. 

351 Teor. Todo triángulo es la mitad de un pa- 
ralelogramo de la misma base y altura. 

Dem. Sea ABC (fig. 90) el triángulo dado; si por 
A se tira la AD paralela á BC, y por C la CD para- 
lela á BA , se tendrá un paralelogramo BADC, del 
cual será diagonal el lado AC ; luego (313) el trián- 
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guio ABC^^CD, Y la superficie de fada nne eqni* 

valdrá á la mitad d« AfiCD , que es L. Q. D. D. 

Cor. I ." Luego un triángulo ABC es la mitad del 
rectángulo BCEF que tiene la misma base BC y la 
misma altura AO ; porque el rectángulo fiC£F es 
igual en superficie al para le logran) o ABCD. 

¿[ir. 2." Todos las triángulos que tienen bates y 
alturas iguales son equivalentes ; por ser mitadeí de 
para lelogra OÍOS iguales en superficie. ' 

353 Teor. Las superficies de dos rectángulos di 
una misma altura , son entre sí como sus bases. 

Espl. Sean ABCB , abcd {fig. 91) d il , i-, dos 
rectángulos de iguales alturas A.T)==ad; digo que te- 
ráu entre sí como sus bases AB, ab^ 
6 que R:r::KÜ:ab. 

Aquí puede ocurrir que las bases sean comenso- 
rables, á que no lo sean. 

Dem, i." Si las bases tienen la común medida 
AO;=ao, y representamos por m, w , las veces que 
está contenida en cada una, se tendrá AB^jnxAO, 
fl 6::^n X flo:=nx AO ; y firmando proporción y simplí' 
ficsudo por AO, sera' AB:a6::mxA0:nxA0::/n:/i. 

Ahora, si por los puntos de división O, &c., o, fíe, 
se conciben perpendiculares OP , &c., op ^ fíe, los 
rectángulos £, r, quedarán divididos el primero en 
m rectángulos como AOPD iguales entre sí por lo de- 
mostrado (350); y el segundo en n rectángulos como 
aopd iguales entre sí y con AOPD por la misma ra- 
zón; luego se tendrá ^=mxAOPD, r^nxAOPD; 
y formando- proporción y sinipliiicando por AOPD, 
será ü:r::mxAOPD:»xAOPD.:/n:/jj 
esta proporción y I.1 anterior {184,2,^) dan 
R:r:AB:aby qué es L. i.° Q. D. D. 

3." Si las bases son iiicomensurables, digo que 
no puede ser R-.r^- ni <AB:aA, 
y de consiguiente será R:r::kñ:ab. 

Sea jR:r>AB:aíi ; en este caso menguando el con- 
secuente ab crecerá la segunda razón ; y suponiendo 
que se convierte en ax, para que la seganda razón 
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resplte igaal í la primera, se tendrá R:r:;AB:ax. 

Hecho esto, concíbase dividida la AB en do8 par- 
tes iguales, y luego en otras dos, &c. hasta que resul- 
te una parte menor que bx , en cuyo caso colocada 
desde a hacia b , un punto de división caerá entre x 
y b, V. g. en í i y tirando in perpendicular ui, los rec- 
tángulos R y atud que tienen comensurables sus b^- 
ses AB, ai, serán como estas y darán Riatud::éL&:at-^ 
y como esta proporción y la anterior tienen loí niÍ8'> 
mo9 antecedentes, los consecuentes darán 

r^abcdiatud'.:ax:at; , 
proporción absurda, por ser la primera razón de ma- 
yor .desigualdad y la. segunda de menor; luego no 
se puede suponer JÍ:r>AB:íiÍ. 

Por OH razonamiento análogo se demaestra que 
no puede ser menor; luego será igual, h. a.*" Q. D. D. 
353 Teor. Do* rectángulos cualesquiera son entrt 
si como los productos de sus bases por sus alturas, 

£spL Sean ABGD, AEGF ó R^r (fig. 92) estoc 
dos rectángulos"; digo que ü;/-::ABxAD:AExAF. 

Dem. Habiendo dispuesto los rectángulos de ma- 
nera que los ángulos en A estén opuestos al vértice, 
proldnguense los lados GE, GD hasta que se encuen- 
tren en H , y tendremos que los dos rectángulos R^ 
R\ que tienen la misma altura AD, serán como sua 
bases AB , AE , y darán ií:fi'::AB:AE; 
del mismo modo los rectángulos R', r, que tienen la 
njisuia altura AE, darán R':r::AD:AF. 

Multiplicando estas dos proporciones y omitiendo ' 
(191) el tíírmiooií', se tendrá ÍÍ;r::ABxAD:AExAF» 
que es L. Q. D. D. 

Esc, Luego se puede tomar por medida de ud 
rectángulo el producto de su base por su altura, coa 
tal que se entienda por este producto el de dos nd- 
meros que espresen las unidades lineales contenida! 
en la base , y las contenidas en su altura. 

Así, elijiendo por unidad de medida el cuadra- 
do a (fig. 93) cuyo lado sea la unidad de longitud, 
esto es, I pie, i vara &c. r suponiendo que esté coa- 
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tenida dicha aoiilad de Jougiiud 5 vece« en la base 
del rectángulo jÍ, y 3 en la altura , se tendrá 
^:a::5X3:iXi:;i5:ij queda ^=:i5a=:i5j 
el rectángulo A equivaldrá á 5x3(1^150^15, 
porque el cuadrado de i es igual i ; esto es, el rec- 
tángulo A vale 15 veces el cuadrado a, como mani- 
fiesta la figura. 

<;54 Teor. La superficie de un paraUlogramo 
cualquiera es igual al producto de su base por sa 
altura. 

Dem. Porque el paralelogramo AB£F (fig. Ó9) es 
equivalente al rectángulo ABCD, que tiene laiuinms 
base AB, y la misiüa altura AD; pero este tiene por 
medida ABxADí luego ABxAD es igual á la super- 
ficie del paralelogramo ABEF, que es L. Q. D. D. 

Cor, De donde resulta que la superficie de un 
triángulo es igual al producto de su base por la mi' 
tad de tu altura^ 6 á la altura por la mitad de la 
base. Porque el triángulo ABC (tig. 90) es la mitad 
del paralelogramo ABCDj y como Ib superficie de eS' 
te es BGxAO, la del triángulo será la mitad ó 
BCx|AO=iBGxAO. 

Esc. Si llamamos P á un paralelogramo cualquie- 
ra (fig-94), -^ á su altura, ^ £ á su base, se tendrá 
P=BkA; llamando p áotro parelelugramo, cuya ba- 
se sea ¿, y a su altura, se tendrá ^^¿xa; y formau- 
do proporción, será P:p::BxA:bxa ; que espresa que 
las superficies de dos paralelogramos cualesquiera SM 
■ como los productos de sus bases por sus alturas, ó eS' 
tan en razón compuesta de sus bases y alturas. 

Si A=a, será P:p::BxA:bxA.:B:b; 
que quiere decir, que los paralelogramos que tienen 
una misma altura, son como sus bases. 

Si se supone B=:b, BeráP:p::BxA:Bxa::A:ai 
que quiere decir, que los paralelogramos de iguales 
bases son como sus alturas. 

Si P^pi serán también iguales sus espregíones, 
tí será BxA=bxa,, de donde (§ 180) B:b::a:A; 
es decir , que cuando ios paralelogramos ton iguales. 
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Jas bates están en razan inversa de las eilturas. 

Si multiplicamos estremas y medios ea la propor- 
ción primitiva, será Pxbxa=pxBx^i 
de donde B.b.:Pxa:pxA^ 

que quiere decir, que á deslealdad de todo, las ba- 
ses están en razón compuesta , directa de los parale- 
logramos^ é inversa de las alturas; y sacundo de U 
iDisma ecuación la razón de las alturas, se tendrá 

A:a-^Pxb:Bxp; 
qne quiere decir , que á desigualdad de todo, las al- 
turas están en razón compuesta, directa de los para» 
lelogramos , é inversa de las bases. 

355 Si en la proporción primitiva se supone 
A:a.:B:b^ en la razón compuesta j4xB:axb, ■ 
se podrá sustituir en vez de A:a su igual S:b 6 al 
contrario, y se tendrá 

P:p::AxA:axa..BxB:bxb::A^:a''::B'íb^i 
que quiere decir', que cuando las alturas son propor- 
cionales con las bases, las superficies son como los cua- 
drados de ellas i pero el ser las bases proporcionales 
con lüs alturas es propiedad de los para lelogramos se- 
mejantes ; luego dos paralelo gramos semejantes san 
entre si como los cuadrados de sus bases , de sus al- 
turas^ y en general de sus líneas homólogos, como eq 
demuestra también geome'l rica mente. 

£n efecto, sean jP, p (fíg. 94) dos para lelogramos, 
que por lo dicho antes darán P:p::^CxAE-bcxae; 
y por ser semejantes , será AB:a¿::BC;¿c 

Ír el ángulo B^Ji ; y como los en E y e son recios^ 
os triáuguloB ABK, abe, son semejantes (33 1 cor. s.°), 
y darán AB;aA::AE:fle. 

Luego sustituyendo en la razón compuesta de arriba, 
en vez de la A£:ae, su igual BC:¿c <! AB:a¿, se tendrá 
/»:p-:BCxBC:Acxfit::BC%o*::AB*:oA'::AE*:ae*. 

Esc. Y como las mitades son entre sí como los 
todos , se deduce que los triángulos son como los pro- 
ductos de sus bases por sus alturas ; que á igualdad 
de bases, son como sus alturas fíe. Sobre cuyas pro- 
piedades y modo de deducirlas, aconsejamos i los 
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principiantes qne se ejerciten todo lo qne joKgnen ne- 
cesario , basta que se lleguea li apropiar Ó familiari- 
zar con este procedimientoj pues son innumerables las 
continuas aplicaciones que tiene. 

356 Teor. La íuperjicie de un trapecio ABCD 
(fig. 95) es igual á su altura EF multiplicada por la 
semiíuma de las bases paralelas AB, CD. 

Dem. Si por el punto G , medio de CB , se tira 
KL paralela al Jado opuesto AD , y ge prolonga DG 
hasta que eucuenl^ á esta en K, los triáagulo^GBL, 
GCK serán iguales (a6i)j pues los ángulos en G soa 
iguales, los B, C, también, y CG^GB por constrnC' 
cion ; Inego añadiendo i ambos ALGCU, resultará el 
trapecio ABCD equivalente si paralelogramo ADKh, 
y tendrá por medida la de este que es £FxAL. 



AB-BIr+-DC-HCK AB+CD 



(porque — BL y -+:CK se destruyen por la igualdad de 
los triáoguJos); luego sustituyendo este valor de AL 
en la espresion EFxAL , resultará la superficie del 

. i^^T, T.r, AB+CD 

tr«pecÍo ABCD— EFx , 

3 

que era L. Q. D. D. 

Esc. Si, por el punto G medio de BC, se tira 6H 
paralela á la base AB, el punto H será también el me- 
dio de AD; porque AHGL es un paralelogramo, por 
s^r paralelos los lados opuestos^ luego 

, « . , AB+CD 
HG=:AL= ; 

s 

ysustitnyendo este nuevo valor será ABCD=EFxHG, 
eso es, la superficie de un trapecio es igual á su aU 
tura multiplicada por una paralela equidistante de 
las bases paralelas. 



..yGoogic 



GEOMETRÍA. í6t . 

357 Teor. La superficie de un polígono regular es 
igual al perímetro multiplicado por la mitad de su 
rfldio recto. 

Espl. Sea GHPK &c. (Sg. 96) nn polígono rega- 
lar de » lados, que represe 11 ftírémos por P', sea P el 
perímetro GHP &c. y R Bii radio rectú OTj digo que 
ae tendrá P'=PxiR. 

Dem, Por ser regalar el polígono, tod^s los n 
•triángulos GÓH, GOM, &c. son (3 17 cor. s.") igua- 
les; luego será GHPK &c =;nxGOH=n>;HGx¿OTj 
pero nxHG -con] pone el perímetro P áei polígono; loe- 
go sustituyendo será P'^^Px^R^ que es L. Q. I). D. 

Cor. i." Luego si_ IJamamos p' otro polígono re- 
gular, p al perímetro, y r á su radio recto, se tendrá 
p'=px^r; y formando proporcioa será 
^, , PxR p^r ^ „ 
s 2 

Cor. 2.*^ Si los polígonos fuesen de un mismo nii- 
mero de lados serian semejantes (327), y se tendna 
(S341 esc.) P:p:iR:r::L:l, 

representando por L, /, dos líneas bointílogag ; luego 
sustituyendo en la razón compuesta aatetínr PxR-.pxr 
en vez de una de las couiponentes su igual sacada de 
aquí, se tendrá 

P':p'::PxP:pxp::RxR:rxr::P':p^::R^:r^r.L^:¡'*i 
que quiere decir, qoe las superficies de los polígonos 
regulares semejantes ó de un mismo número de lados^ 
guardan la misma razón que las cuadrados de los pe- 
rímetros , de los radios rectos ., y en general son como 
loa cuadrddos de sus líneas homologas. 

Esc. I." Aunque los polígonos no sean regulares, 
se verifica esta proposición, con tal que sean semejan- 
tes; porque en este caso los podramos dividir (340) 
en cierto niimerode triángulos ji, £, C, &'c. o, b, Cf&c. 
semejantes, y será 

í»'=:^+J5-t-C+£ífc. y p'=a-+-lM'C^£fc. 
y como los triángulos tendrán la razan de los cuadra- 
dos dé los lados homtfiogos « ae sigue que si esprc- 
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Bamos por L, I i estos lados , no« resoltará 

.í:a::B:i::C:c::6f'c.:,£ífc.;:l,»:/*, 
de donde (185, 1.') sale 

j+S+C-h£fc. : a-i-b-H>+&c. : : L" : /*} 
6 lo que es lo mismo P':p'::L^:l'. 

Esc. a." Cuando el polígono no es regalar se di- 
vide en triángulos por medio de diagonales, &c.; se 
baila la superficie de cada uno, y se tendrá la de la 
figura. 

358 Teor. Si en un círculo se circunscriben ¿ ins- 
criben polígonos regulares de ura mismo número de 
lados , después de un duplo número de lados , y asi 
sucesivamente , la diferencia entre el circunscrito y 
el inscrito se podrá hacer menor que cualquier canti- 
dad dada. 

Dem. Si espresamos por F' la superficie del po- 
lígono circunscrito, porp' la del inscrito, y por ií, r 
sus radios rectos, se tendrá (357 cor, 2.°) /':p'::ü*:r'j 
que dividiendo da P'— p':P'::Íi*— r";J5'i 

PYií*— r") 
de donde sale P — p'= . 

Pero el radio recto, del polfgotio circunscrito, que 
es el mismo que el del círculo, se compone del radio 
recto del polígono inscrito y de la sajita, á que 11a- 
oiar^mos s ; luego ñ"=(r+í)*=r*-H2rí+í'; 
coyn valor sustituido en el numerador de la espresioD 
auleriof , y reduciendo, la convertirá eo 
„, , P'Urs+s'^) P'(er+s) 

y como en esta espresion entra por factor la sajita j, 
qne (344) puede llegar á ser menor que cualquier 
canlidad dada , resulta {229 cor. 3.") que también 
podrá llegar á ser menor que cualquier cantidad da- 
da , la diferencia entre las superficies de dichos po- 
- ligónos. L. Q. D. D. 

Cor. Luego con mas razón se podrá hacer que la 
diferencia entre la superficie de uno de estos poli- 
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gmot, y la del círculo, sea menor que cualquier can- 
tidad dada. Porque el círculo es menor que el polí< 
gono circunscrito del que es parte , y mayor que eJ 
inscrito, respecto del cual es todo. 

359 Teor. La superficie de un circulo es igual al 
. produelo de la circunferencia por la mitad del radio, 

£spl. Sea O uu círculo cualquiera , C su circun- 
fereucia, y ü el radio; digo que O^Cx^R. 

Dem. Si espresanius por P" la superñcie de un 
polígono regular circunscrito al círculo, por P su 
perímetro, y pi>r R su radio recto, que es el mismo 
del círculo , tendremos (§ 357} P'^PxiR ; pero P' 
ee puede acercar (358 cor.) i O tanto como se quiera, 
y Px^R se^uede acercar al mismo iiem|fo á Cx^R 
tacto como se desee , por poderlo hacer (§ 345 cor.) 
P á C y ser ^R común; luego tenemos aquí.i3o3 
cantidades variables P' y Px^R ^ que al paso que. 
menguan se pueden acercar. á las dos constantes O y 
Cx-^R todo lo que se quiera , conservando siempre 
la razun de igualdad ; luego las constantes tendrán 
(331 cor.), esta misma raaon y será 0=CxiR, que 
es L. Q. D. D. 

Cor. 1." Dividiendo por 3, por 4, por b, la ecua- 
ción anterior, se tendrá 

O C O C O C „ 

~=,—xÍR , —=~xiR, —=~xiR; 
3 3 4 4 n n 

que quiere decir , que el semicírculo , el cuadrante, 
y en general el sector del círculo , es igual á su arco 
correspondiente multiplicado por la mitad del radio. 

Cor. s.^ Si en vez de C susiituimos su valor (347) 
se tendrá 0=3,i4i59xI>x^Ü=3,i4i59X2Í£x^/í= 
3,i4t59XÍÍ'='írJÍ', cuya fórmula importa retener, 
por ser el fundamento para la resolución de todas las 
cuestiones relativas al círculo. 

£sc. Si representamos por o otro círculo , por c, 
r, BU circunferencia y radio, por d su diEimetro, y 
eo general por / uua Ifnea honidloga á 1, del otro, 
como cuerdas de arcos de un mismo nilmero de gra> 
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dos &e. se tendrá o=cx\r ; y formando proporción 

será 0:o::Cx^R:cxir::CxR:cxri 

y sustituyendo (iS^) en la rabión compuesta CxR:cXr^ 

eu vez la razón C.c, sp igual R:r, ó D.d, ó L:l, Cífc, 

6 al contrario, se tendrá 0:o:\CxC:cxc;:RxR:rxr',i 

DxD-.dxdiiC^-.c^r.R'lr'-.D'-.d'y.L^-J^i 

qne maniñesta que las superficies de los círculos eS' 

tan en razón duplicada de sus circunferencias ^.ra- 

dios^ diámetros, y en general de las líneas homólogaa. 

De la reducción de las superficies, 

360 Cuando dada una superficie se encuentra otra 
que le sea igual , se dice que se reduce la primera i 
la «egunda. 

Ahora, como vamos á manifestar que toda snper- 
ficie se puede reducir á cuadrado, se suele decir que 
medir una superficie y cuadrar una superficie es una 
misma casa, En efecto, coando se mide una superfí- 
cie, no se hace otra cosa que encontrar la relación qoe 
tiene aquella con el cuadrado que sirve de unidad 
de medida ; y luego bui^Gando un cuadrado que tu- 
viese con el propuesto esta relación , tendríamos un 
cuadrado cuja superficie seria igual con la propuesta. 

361 Asf, si ncs propusiéramos hallar un cuadrado 
equivalente á un paralelogramo dado ABCD (fig. 97), 
buscaríamos una media proporcional (334) entre la 
base BC y la altura AE, que llamándola a; será el 
lado del cuadrado que se pide. Porque la costtuccion 
da -H-BG: J::AE „ de donde i'^BCxAE-, 

y como X^ es el coadrado formado sobre X, y BCxAE 
es la superficie del paralelogramo (354) , resulta gne 
son iguales eü superficie. 

Cor. IJuego para cuadrar un triángulo se halla- 

■ rá una media proporcional entre la base y la mitad 
de la altura. 

36a Como un polígono regular es igual al perí- 
metro por la mitad del radio recto, para cuadrarle 
se hallará una media proporcional entre el perime- 

, tro y la mitad del radio recio. 
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363 Del mismo modo , para reducir un círculo 
á cuadrado^ ó buscar un cuadrado equivalente á un 
circulo , se hallará una media proporcional entre ¡a 
eircunfereacia y la mitad del radio. 

De los plaTtos, de su posición , y de ¡ot ángulos só- 
lidos. 

364 HaEta squí stílo hemos considerado las líneas 
tiradas sobre an mismo plano; ahora vamos á maui- 
festar las posiciones que pueden tener respecto de los 
pianos donde no se hallan , y la posición de los dife- 
rentes planos entre sí. 

Se dice que una recta es perpendicular á un pla- 
no, ó que un plano es perpendicular i una recta, 
cuando dicha recta es perpendicular i todas las líaeaa 
que en dicho piano pasan por el punto en que esta 
perpendicular encuentra al plano, cuyo punto se lla- 
ma el pie de la perpendicular. Este pie de la perpen- 
dicular se llama también la proyección del punto del 
espacio sobre dicho plano. 

Una recta es paralela á un plano, ó un plano e» 
paralelo á una recta , cuando no se pueden encontrar 
aunque Ée prolonguen toda lo que se desee; y dos pia- 
nos son paralelos, cuando no se pueden encontrar i 
cualquier' distancia que se prolonguen. 

365 Esto entendido, lo primero. que se debe saber 
es que así como por un punto pueden pasar infinitas 
Ifneaji (244), del mismo modo por una recia pue- 
den pasar infinitos planos. En efecto, si concebimos 
.que el libro (fig. i) se abre, la tapa ABDG jirará al 
rededor de la recta GD , y tantas posiciones como se 
den á dicha tapa, manifestarán la situación de otros 
tantos^ planos que pasen por la recta CD; y como es- 
tas posiciones pueden ser infinitas , se sigue que son 
infinitos los planos que pueden pasar por una recta. 
Ahora , si ademas de la recta GD , ó de los puntos 
C, D, se seflalase otro punto A, ya no hahria mas que 
un plano que pasase por dichos tres puntosyáporuna 
recta y un punto dado fuera de ella. 
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De donde se deduce i.'^ qtie por doi puntos pue- 
den pasar infinitos planos. 

3." Que tres puntos no situados en linea recta, 6 
un triángulo ABC (ñg. i)'á) , determinan la posicioa 
de un plano. 

3." Dos rectas AB^ AC que se cortan , están m 
un mismo plano ^ porque concibiendo un plano que 
pase por la AB, y que va jirando basta que pase por 
C, quedará determinada la posición del , plano , qire 
pasa por loa trea puntos A, B, C, ó por las dos rectal 
dadas. 

4.'* Dos paralelas AB^ CD (fig. 99) determinan 
la posiéion ele un plano ^ porque si se tiran tus secan- 
tes £F , HG que se corten , el plano que pase por 
estas, será el plano en que se bailen dichas paralelas, 
paee cada unatlene dos puntna H, E ^ F, Genel 
plano que pasa por las dos secantes. 

366 Teur. £^ intersección común de dos plaa» 
que se cortan es una línea recta. 

Dem. Purque si en los puatos comunes i los dos 
planos se encontrasen tres que no estuviesen en línea 
recta , los dos planos de que se trata, que pasan cada 
uno por estos tres puntos , no formarían sino un solo 
y mismo plano, lo que es contra el supU''>sto. 

367 Teor. Si una recia AP (ñg. 100) es perpen- 
dicular á otras dos PB, PC, que se cruzan en su ptc 
en el plano MN, será perpendicular al plano MN. 

■ Dem. Porque como lae dos rectas PB, PC deter- 
minan la posición del plano MN, lü que suceda á las 
rectas debe suceder al plano; pero la recta AP es per- 
pendicular i las. dos PB, PC, luego-es perpendicular 
al plano. L. Q. I>. D. 

Gor. I .° La perpendicular AP es mas corta gae 
una oblicua cualquiera AQ; porque es cateto, y la 
«biicua bipotenusa de un triángulo rectángulo. 

Cor. z." Por un punto P dado sobre un plano, nt> 
te puede levantar sino una perpendicular á este plano. 

Cur. 3 ." También es imposible bajar desde un pun- 
to fuera de un plano dos perpendiculares á este plano. 
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Cor, 4-^ Luego la verdadera distancia de un punto 

á un plano, se debe medir por la perpendicular tirada 

al plano desde dicho punto ; por ser la tínica que se 

puede tirar de su especie. 

368 TeoT. Las oblicuas AB,AC,AD(ñg.JOi) que 
distan igualmente de la perpendicular son ¿guales;y de 
dos oblicuas AE , AD , que distan desigualmente de 
la perpendicular, la que mas se aleja es ¡a mas larga. 

JOem. Porque siendo rectos los ángulos APB','APC, 
APD, sí se supcnea las distancias PB, PC, PD igua- 
les entre sí, los triángulos APB, APG, APD tendría 
dos lados iguales é igual el ángulo comprendido, lue- 
go serán iguales; luego las hipotenusas ó las oblicuas 
AB, AC^ AD serán iguales entre s¡. Ahora , si la dis- 
tancia P£ es ma^or que FD <$su igual PB, tendrédios 
que siendo recto el ángulo APB , el ABE será obtustf 
(z66); luego será maj'ür que el AEB, y por lo mismo 
AE>AB=AD, que e¿ L. Q. D. D. 

369 Teor. Sea AP (fig. 102) una perpendicular 
al plano MN, y BC una Imea situada en este plano; 
si desde el pie de laperpendicular.se tira la PD per- 
pendicular á BC, y se tira la DA, digo que DA se* 
rá perpendicular á BC, en el plano que pasa por la» 
dos lineas AD, CB. 

Dem. Porque si se toma DB=DC , y se tiran la5 
PB, PC, AB, AC, será (273) Ja oblicua PB=PG; lue- 
go las AB, AC también ló serán (368); luego la AD 
tiene dos de sus puntos A y D equidistantes de loa 
estreñios B y G de la BC; luego (274) le es perpendi- 
cular. L. Q. D. D. 

Esc. Se ve al mismo tiempo , que la BC es per- 
pendicular al plano APD, pues es perpcndicalar á las 
dos recias AD, PD, que se hallan en é\, 

370 Teor. Si una linea AP {fig, 103) es perpen- 
dicular á un plano MN , toda línea DE paralela á 
AP será perpendicular al mismo plano. 

Dem. Porque concibiendo un plano que pase por 
las paralelas AP, DE, su intersección con el MN será 
PD; y tirando en el plano AIN Ja BC perpendicular 
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á PD, y aniendo el punto A con el D, tendremos qne 
BC será perpendicular {369 esc.) al plano APDE; lue> 
go, el ángulo BD£ será reoto} pero el £DP es taiiibiea 
recto, pneg AP es perpendicular á F£>, y D£ paralela 
á AP } luego la l/oeo D£ es perpendicular á Jaa doi 
rectas DP, DB; luego e» perpendicular á su plano 
MN, que es L. Q. D. D. 

Cor. Recíprocamente, si las rectas AP i DE sm 
perpendiculares al mismo plano MN, serán paralelas. 
37 1 Teor. Si una linea AB (fig. 104) es paralela 
á una recta CD, tirada en el plano MN^ será para- 
lela á este plano. 

JDem, Porque concibiciido un plano por lae Sot 
paralelas AB, CD, si la recta AB eucoutrase al plano 
MN debería hacerlo en na punto de la'CD, lo que es 
imposible; luega la AB no puede encontrar al plaoo 
MN, y le se^ paralela. L. Q. D. D. 

37a Teor, Dos planos MN, PQ (fig. io5)/ií>yeji- 
diculares á una misma recta AB^ son paralelos tu- 
tre si. 

Dem. Porque si se encontrasen, tirando de un pon- 
to cualquiera O de la intersección dos rectas OA, OB 
una en cada plano, la recta AB seria perpendicular i 
las dos líneas OA, OB (§ 364), y en el triángulo AOB 
habría dos ángulos rectos, loque (a66 cor. i.°) es im- 
posible; luego los planos son paralelos. L. Q. D. D. 

373 Teor. Las intersecciones EF, GH (fig. 106) 
de dos planos paralelos A/iV, PQ, con un tercer pía- 
aó FG, son Untas paralelas. 

Dem Purque ti las líneas EF, GH, situadas en un 
mismo plano , que aquí es el EFHG, do son paralelas, 
prolongadas se encontrarán; luego los planos MN, PQ, 
en que se hallan, también se encontrarán , y por lo 
misino no serian paralelas, que es contra el supuesto. 
Luego &c. 

374 Tpor. La línea AB (fig. 105) perpendicular 
al plano MN, es perpendicular al plano PQ paralelo 
al MN. ' ' 

Dem. Porque ai tiramos á arbitrio la línea BC en 
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e] pleno PQ, y por ella y por la AB concebimos ua 
plano, este corlará al MN en una línea AD, que será 
paralela (373) á la BG^ por Ser AB perpendicular al 
plano MN lo es también (364) á la línea AD; luego 
también la será (280) á su paralela BG; luegb es per- 
pendicular al plano PQ, que es L. Q. D. D. 

375' Teor. Las partes EG, FH {ñg. 106) de pa- 
ralelas comprendidas por dos planos paralelos MN, 
PQ^ son ¿guales. 

Den. Porque' concibiendo nn plano EGHF que 
pase por las paralelas EG, FH, encontrará á los pla- 
Oüs paralelos en las líneas £F y GH i estas intersec- 
ciones son también paralelas (373), así como por el 
supuesto lo son las £G, FHj luego la figura £GHP ea 
nn paralelogramo , y por lo mismo (§ 313) EG=rH, 
que era L. Q. D. D. 

Cor. Luego dos planos paralelos tienen todos sui 
■ puntos equidistantes los unos de tos otros ; porque si 
EG y FH son perpendiculares á los dos planos MN, 
PQ, serán paralelas ¿ iguales entre si, 

37Ó Teor. Sí dos ángulos CAE^ DSF {ñg. 107) 
no situados en el mismo plano, tienen sus lados para- 
lelos y dirijidos en un misrffo sentido, serán igualeai 
y ¡os planos donde se hallan serán paralelos. 

Dent. Támese AG=BD, AE=BF, y tírense las 
CE, DP, AB, CD, EF. Pues que AG es igual y para- 
lela á BD, la gguraABDC es un paralelogramo (311)} 
luego GD es igual y paralela con AB, Por una i-azon 
semejante EF será igual y paralela uon AB; luego 
también CD es igual y paralela Á EFj luego la figu- 
ra GEFD es un paralelogramo, y el Jado GE igual 
y paralelo á DF; luego los triángulos CAE , DBF, 
tienen sus tres lados iguales entre sí; luego son igua- 
len ^259) y darán GAE=DBP, que es L. i.° Q. D..D. 
£11 segundo lugnr digo que el pkno AGE es pa- 
ralelo al plano BDF; porque si el plano paralelo i 
BDF, tirado por el punto A, encontrase i las línea* 
CD , EF en' otros puntos que en G y E, v. g, en G y 
H, «Qtijacea las tres líneas A£, GD,- FÚ serian igna- 
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les (375); pero las tres AB, £F, DC, lo eran 7a¡lDif. 
go se tendrá CD=GD y FH=EF, lo que es íisardo, 
pues lis unas son partes, y las otras todos; luego el pla- 
no AGE es paralelo al BDF, que era L. a." Q. D. D. 
Cor. Si dos planos paralelos MN^ PQ, son cor- 
tados par oíros dos planos CABD , EABF^ los lín- 
gulos CAE, DBF, formados por ias intersecciones dt 
¡os planos paralelos, serán iguales^ porque ia Ínter- 
■eccion AC es paralela á BD, y AE lo es á BF; luego 
el ángulo CAE=DBF. 

377 Teor. El ángulo formado por dos planos 
MAN, MAP (fig. 108), se puede medir, y se mide 
en efecto , por el ángulo NAP gue forman entre sí 
dos perpendiculares AN, AP, tiradas en cada uno 
de ellos á un mismo punto A de la intersección oh 
mun AM, 

Dem. Porque si ae supone que el oa plano esti 
sobre el otro, como dos hojas de un libro, y se tiran 
las perpendiculares AN, AP, estas también estaráa 
confundidas. Ahora , concibiendo qne el plano PAB 
se empieza á separar del NAC, la perpendicular A F 
estará tan inclinada respecto de AN , como el plano 
APB que contiene á la primera, lo está respecto del 
ANC en que se halla la segunda. Luego el ángdb 
rectilíneo NAP mide la inclinación de los planos 
PAB, NAC, que es L. Q. D. D. 

Esc. I." Esta inclinación PAMC se apele llamar 
ángulo diedro ; y cuando el ángulo que la mide es 
recto, se dice que el un plano es perpendicular al otro. 
Esc. s." Guando dos planos se atraviesan mutua- 
mente, los ángulos opoestos al vértice son iguales, 
f- los ángulos adyacentes valen juntos dos rectosi 
uego SI un plano es perpendicular á otro , este es 
perpendicular al primero. 

Igualmente, en el concurso de los planos parale- 
los con un tercer plano, se verifican las mismas igual- 
fia des de ángulos , Y las mismas propiedades que en 
el concurso de dos líneas paralelas con otra tercera. 
378 leor. Si una linea AP (ñg. loo)» es per- 
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ptndiciñar d un plano MN, todo plano APB que 
pase por la AP , serd perpendicular al MN. 

Dem. Porque si concebimos la PC perpendicular 
i la intersección PB, la AP que también Ío es (364), 
DOS dará el ángulo APC recto j y como este mide 
(377) '« inclinación de ios planos APC, MN, resulta 
que el plano APB es perpeodicuUr al MN , que es 
L. Q. D. D. 

Cor. De aquí se deduce que la común intersec- 
ción de dos planos APB^ APQ, perpendiculares á vn 
tercero MN^, es perpendicular al mismo plano MN. 
Porque podemos considerar que el plano APQ es uno 
de los muchos que pueden pasar por la recta AP, y 
que todos son perpendiculares si MN; luego la in- 
tersección de eilosn que es la AP, también es perpen- 
dicular al plano MN. 

379 Se llama ángulo sólido al espacio angular 
cooipreudido entre muchos plano? que se reúnen en 
UQ mismo punto; así, el ángulo sdlido S (ñg. 109), 
está formado por la reunión délos ángulos planos ASB, 
BSC, CSD, DSA. 

380 Teor. Si dos ángulos salidos se compenen de 
tres ángulos planos iguales cada uno al suyo^ los pla- 
nos en que se hallan los ángulos iguales estarán igual- 
mente inclinados. 

Espl. Sea el ángulo AS C=DGP (6g. 110), el 
ASB=DGE, y el BSC— EGF ; digo que los dos pla- 
nos ASO, ASB, tendrán entre s( una iuclioacion igual 
i la de loa 'planos DGF, DGE. 

Castr. Habiendo tomado SB i arbitrio, tírese BO 
perpeudtcular al plano ASC; desde el punto O donde 
esta perpendicular encuentra al plano, tírense las OA, 
OC, perpendiculares á SA, SG, y tírense las AB, BC. 
Trfiiiese después GE=SB; tírese la EP perpendicular 
al plano DGF; desde el punto P tírense las PD, PPy 
perpendiculares á GD , GF; y por dltimo tírense las 
DE,EP. 

Dem. El triángulo SAB es (369)' rectángulo en 
Af y el GDE ea D^ y pues que el ángulo ASB=I>G£, 
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ge tieire también SBA=GED. Por otra parte SB=:GE, 

luego ei triángulo SAB es igual al GDE; luego 

SA=GD,yAB=DE} 
del misQio modo se deoiostrará que SGirGF jr BCbzEF. 
Esto supuesto', el cuadrilátero SAOG es igual al 
GDPF ; porque poniendo el ángulo ASG sobre su 
igual DGP, i causa de SA=GD y SG=Gf , el punto 
-A caerá en H, y el C en F. Al misma tiempo la AO 
perpeiidicuiar i SA caerá^sobre la DP perpendicular í 
GD, é igualmente OC íobre PF; luego el panto O 
caerá sobre P, y se tendrá AO=DP. Pero los trián- 
gulos AOB,, DPE, son rectángulos en O y en P, la 
bipoteuHsa AB— DE, y el lado AO=DP; luego estos 
triángulos son iguales (273 cor. s."), y por lo misino 
el ángulo OAB=PDE. Pero el ángulo OAB es la íd< 
clioacion de los dos planos SAG, SAB, y el FDE es 
la inclinación de los dos planos DGF, DGE; luego 
estas dos inclinaciones son iguales. L. Q. D, D, 

Cor. De donde resulta que dos ángulos aólidoi 
formados como los anteriores se pueden superponer 
de modo que se confundan. 

PARTE TERCERA. 

De los prismas , y medición de sus superficies y m- 
lúmenes. 

381 Pasamos ya i considerar la estengion con sus 
tres dimensiones de longitud, latitud y profundidad 
ó grueso. Guando la estension se halla terminada por 
planos , se llama en general sólido^ ó mas bien cuer- 
po poliedra. 

Guando el cuerpo consta de cuatro caras, se lla- 
ma en particular tetraedro ¡ cuando' de sei?, exaedro; 
cuando de ocho , octaedro; cuando de doce, dode- 
oáedro ; y cuando de veinte , icosaedro , &C. 

La intersección común de dos caras adyacent» 
.de un poliedro, se llama lado ó arista del poliedro. 

Guando el poliedro tiene dos caras opuestas igua. 



)ji:»..;CiOO'^iC 



geometría. 3^3 

les 7 paralelas, j las demaG caras son paral elogramos, 
se llama prisma^ los dos planos paralelos é iguaJes^ 
se iUoian bases del prisma |¡ y los paraleiograjnos,' 
caras del prisma; de donde resulta {375) que todas 
¡as aristas de un prisma son igualas. 

383 Para cDoceMr formado uo cuerpo de esta espe- 
cie, supongamos que ABCD£(fig. 1 1 i) sea un polígono 
cualquiera , y que en un plano paralelo al ABC &c. 
se tiren las líneas FG, GH, HL, &c. iguales y para- 
lelas i los lados AB, BC, CD, &c. con esto se formará 
nn polígono FGHLK igual aJ ABCDE j y si des- 
pués se unen los vértices de los ángulos homólogos 
por medio de las rectas AF, BG, CH, &c. las caras 
ABGF, BGHG, &c, serán paralelogramos; y el cuerpo 
ABCDEKFGHL formado de este modo será uc pris- 
ma , cuyas bases son ABCDE , FGHLK. 

Se llama altura del prisma la perpendicular tirada 
desde uua de las bases á la opuesta lí á su prolonga- 
ción; cuando las aristas del grisma son perpendicu- 
lares á la> base , el prisma se llama recto^ como el 
ABGDHFEG {fig. ii a); y cuando esto no se verifica, 
es oblicuo , com > el ABCDEKFGHL (fig. 1 1 1). 

383 £1 prisma se llama triangular^ cuadrangular^ 
pentagonal, exagonal , ¿fe. según sea la base triáa- 
gulo, cuadrilátera , pentágono, exágono, &c. 

Como hay diferentes especies de cuadriláteros, re- 
sulta que el prisma cuadrangular recibe diferentea 
nombres; así, cuando la base es un paral el ogramo, se 
llama paralelepípedo i cuando es romboide , jortí/na 
romboidal; cuando rombo, prisma rombal; cuando la 
base es un rectángulo, prisma rectangular; y cuando 
la base es un cuadrado y la altura es el mismo lado 
del cuadrado, se le liama cubo. 

384 Teor. Dos poliedros na pueden tener los mis- 
mos vértieKSy y en el mismo número , sin coincidir eí 
uno con el otro. 

' Dem, Porque si suponemos construido uno de 
ellos; y se quiere construir otro que tenga los mismos 
vértices y en el mismo niimero, cada plano de loa que 
S T. I. 
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foriuen el legando tendrá con sa correspondiente en 
el primero, tantos puntos comunes como ángulos ba- 
ya en la cara del poliedro; y como en cada cara ia 
de baber lo ménus tres ángulos , resulta que todas lat 
caras coincidirán, y por cousigulenle los poliedros que* 
darán confundidos en uno solo. h. Q. D. D. 

385 Teor. Dosprismas son igitales, cuando tienen 
u^ ángulo s4¡ido igual comprendido por tres planos, 
iguales cada uno al suyo y semejafitemente colocados^ 

Espl, Sean ABCL, a/>c/ (Sg. 1 11} dos prismas que 
tengan el ángulo sdJido B=al b; y ademas los plaaoi 
que le Ibrman respectivamente ÁhCJi&=uibcde^ 

ABGF=abgf, y BCHG=ficAg; 
digo que estos prismas son iguales. 

Dem, Concibiendo el ángulo sdlido B superpues- 
to al ¿, se confundirán (380 cor.) por ser iguales ; y 
por ser iguales los planos que los forman, se confua- 
dirán exactamente AfiCDE con abcde, ABGF coa abgf, 
y BCHG con bchg ; laigo el lado GF caerá sobre sn 
igual g/,GH sobre gA, y tuda la base superior FGHLK 
sobre su igual fghlk; luego los Atíi prismas AfiCL, 
abcl, tienen los mismos vértices; luego (384) se con- 
fundirán ; luego son iguales. L. Q. D. D. 

386 Teur. £niodo paralelepípedo los planos opues- 
tos son iguales y paralelos ; y recíprocamente si un 
poliedro está terminado por seis planos paralelos de 
dos en dos , es un paralelepípedo. 

Dem. Por ser paralelepípedo, las bases ABCD, 
EFGli (fíg. 113) son paralelogramos iguales y parale- 
■ los. Pero AD es igual y paralela i BC, y AE igual y 
paralela á BF; luego (376) el ángulo DAE=:;CBF, y 
el plano DAE paralelo á CBF; luego (313)6! parale- 
logramo DAEfÍ= al CBFG ; y como demustr.iri'amos 
lo mismo de los pa ra 1 el og ramos ABF£, DCGH, re- 
•ulia L. i.^Q. D. D. 

Ahora, si suponemofi que los seis planos sean pa- 
ralelos , eslo es, qup ííF paralelo a DG, AH á BG^ y 
AC á EG, se teudrá que las comunes intersecciones de 
lo^ planos AF, DG con el AC, serán dos 1/neas AB, DC 
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paralelas (3^3). tos AD , BC , comnnes secciones de 
los planos paralelos AH, BG coa el AC, serán para- 
lelas; luego la figura AG es un paralelogramo. 

Del mismo modo demostraríamos que todas lai 
demás caras lo son; pero el AF da (§ 313) AB ignal 
y paralela á £P; el BG da BG igual y paralela á FG; 
de donde ae deduw (376) que el ángulo EFG=ABC, 
j el paralelogramo ABGD=EFGHj luego dicho cuer- 
po es un paralelepípedo, h. a." Q. D. D. 

387 Teor. Si los ángulos homólogos opuestos de las 
bases de un paralelepípedo recto, se unen por medio de 
las diagonales DB, HF, el plano DBFH que pase por 
ellas , dividirá al paralelepípedo ABCDHEFG en 
dos prismas ABDHEF, DBCGHF iguales. 

Dem. La naturaleza del paralelepípedo da 
ABGD=EFGH, 
y por lo mismo ABD=DBG=EPH=FGH; 
luego el ingolo acilido en C será igual al en E, paes 
el ángulo BGG=A£H por rectos, el 6CD=A£F por 
la misma razan , y el BCD^HEF por la igualdad de 
dichos triángulos. 

Par otra parte (386) las caras BCGF, DGGH son res- 
pectivameute iguales á las AEHD, AEFB; luego {385) 
los dos prismas triangulares son iguales. L. Q. £>. O. 

Cor. Luegq el prisma triangular ABDHEF e» 
la mitad del paralelepípedo ABCDHEFG^ que tiene 
la misma altura, y cuya base ABCD es dupla de la 
ABD del primero. 

388 Teor. Si dos paralelepípedos tienen una ba- 
te comun^ y sus bases opuestas en un mismo plano y 
entre unas mismas paralelas , estos paralelepípedos 
serán equivalentes , ó iguales en volumen. 

Espl. Sean AG, AL (fig. 1 14) dos paralelepípedos 
qne tienen la base común ABGD , y las opuestas 
EFGH, NKLIVI en un mismo plano HK y entre las 
paralelas EK , HL ; voy á demostrar que el parale- 
lepípedo AG= al AL. 

Dem. El paralelepípedo AG da ABCD=rEFGH, 
«1 AL da ABGD=NKLM, luego EFGHrrNKLM; 
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y añadiendo i ambos miembros la parte FNMG re- 
sultará EFGH+FNMG=NKLM-hFNMG, 
ó reduciendo se tendrá ENMH— .FKLGj 
ademas el primero da AEHD^BFGC; 
V por lo dicho (350) se deduce el triángulo AEN^BFK. 
Luego los prismas triangulares AENMHD, BFKLGC 
tienen los ángulos sólidos £, F formados por tres pla- 
nos iguales; luego (38^) dichos prismas son iguales. 
Ahora, si del poliedro total AEL se quitan diclioa 
prismas, los residuos serán iguales, y se tendrá 

AEL— AEM=AEL— BFL, 
6 paralelepípedo A£^= al AG, que es L, Q. D. D. 

389 Teor. Dos paralelepípedos de la misma base 
y altura son iguales en volumen, ó son equivalentes. 

Dem. Porque si suponemos que ABCD (fig. 115) 
sea la base común de los dos paralelepípedos AG, AL, 
resulta que por tener una misma altura, sus bases su- 
periores EFGH, RKLM se bailarán sobre un mismo 
plano. Ahora , si se conciben prolongados los planos 
ABFE , DCGH , y los ADMB. , BCLK hasta que se 
encuentren, formarán por su comiiD intersección ua 
tercer paralelepípedo que tendrá la misma baseABCD, 
y cuya base opuesta estará representada por el para- 
lelogramo NOPQ. Pero este tercer paralelep/pedo es 
igual (388) en voliinien al AG; pues teuiendo la mis- 
ina base inferior , las superiores están en uD mismo 
plano y entre las paralela» GQy FN; y por una razón 
seinejante este tercer paralelepípedo será igual con el 
AL; luego AG=AL, que es L. Q. Dj D. 

390 Teor. Todo paralelepípedo se puede convertir 
en uno recio y rectángulo de igual volumen, que ten- 
ga la misma altura y una base equivalente. 

Dem. Porque si AGe^ el parntelepípedo propues- 
to, y desde los puntos A, B, C, D, se tiran las ÁR, 
BK, CL, DM, perpendiculares al plano de la base, 
tendremos fornmdo el paralelepípedo recto AL, igual 
en voliinien al AG'. Luego si la base ABCD es un rec- 
tángulo, AL aera el paralelepípedo recto y rectángulo 
equi valente al propuesto AG. Pero si ABCD (fig. 116) 
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no es un rectángulo , se tirarán las AO, BN perpen- 
diculares i GD, después las perpendiculares OQ y NP 
i la base ABCD, con lo cual se tendrá el poliedro 
ABNOQPKE que será an paralelepípedo recto y rec- 
táagulu. Y como los dos paralelepípedos AP, AL se 
puede reputar que tienen Ja misma base ABK£ y la 
misma altura AO, resulta que son iguales en voliimenj 
luego el paralelepípedo oblicua AG (fíg. 1 1 5) que se 
había reducido á un paralelepípedo recto equivalente 
AL, se encuentra de nuevo convertido en un paralele- 
pípedo rectángulo AP, que tiene la misma altura 
A£, y cuya base ABNO es equivaleute á la ABCD, 
que es L. Q. D.D. 

391 Teor. Toda sección NÓPQR (fig. 1 n) hecha 
.en un prisma por unpíano paralelo d la base ABCDE^ 
es igual á esta base. 

Dem. Porque las partes k<iy BP, CO, &C. de pa- 
ralelas comprendidas entre los planos paralelos ABG, 
NOP, son iguales (375); y así, todas las figuras ABPQ, 
BCOF, &C. son paralelagranios. 

Pe aquí se sigue que el lado PQ es igual y para- 
lelo Á AB, OP á BC, ON á CD, &c.; luego (37ÓJ el 
ángulo ABC=QPO , el BGD=PON , &c. ; luego lo» 
dos polígonos ABGDE, NOPQR lieneu Iqs lados / 
los ángulos iguales respectivamente j luego son igua- 
les. L. Q. D. D. 

39a Teor. La superficie lateral de un prisma el 
igual ifl producto de una de sus aristas por el perime- 
tro de una sección perpendicular á dicha arista. ■ - 
_- Dem. Si el prisma fuese el abck (fig. iii), SO 
superficie lateral seria igual i la de todas las caras ag, 
bk., el, dk , ef; pero sí por un punta cualquiera de 
una de las aristas se hace pasar un plano napqr per- 
pendicular á dicha arista, será perpendicnlar á lodaa 
las deuias (370); luego el paralelogramo ag^gbxpq, 
el bh—chxop, el cl—dixno^ el dk=kexnr, elef=ehxqr¡ 
y como todas las aristas af, ¿g, cA, di, ek son igualen, 
■e tendrá que eup. lat. de prisma abcdk= í la da 
ios paralelogramos ag-+;bbrH:l+dk-t-efs=: 1 ■ •'• -- 
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bgypq+chxop-i-díxno-t-kexnr-Mkxqri 
■uBtituyendo bg i he deiuas aristas, y sacáadoU fue- 
ra de un paréntesis como factor cutoun, resultará 
Siip. lat. de prisma abck^bg(pq-t^p-t-no-hnr-hrq)ss 
¿gxperíin. de sec. nopqr^ que es L. Q. D. D. 
Cor. Si el prisma es recto, la sección será para- 
lela é igual á la base, y por lo mismo la superficie 
lateral de un prisma recto es igual al perímetro de 
la base multiplicado por su arista ó altura^ que es lo 
mismo. 

393 Teor. Dos paralelepípedos rectos AG , ag 
(fig. 1 1 a), de iguales bases ABCD^ abcd, son entre íi 
como sus alturas AF,, af, ó se tendrá AG:3g:iAF:if. 

Dem. hf\uí pueden ocurrir dos casos; ó que laa 
alturas sean comeosu rabies, 6 que do lo sean. 

1 ." Si tienen la común medida AX^aíar, y espre- 
samos pur ni, », las veces que está contenida en cada 
una de ellas, se tendrá AF=/nxAX, y af^nxax^ 
y formando proporción y simplificando por ÁX.=aXf 
será AF:af::mxAX:nxax::m:n. 

Si por los puntos de división X, Z, &c., x, z, &fc., 
se tiran planos paralelos á las bases, el paralelepípe- 
do AG quedará dividido en m paralelepípedos iguales 
coi^ AU , y el ag en n iguales con am=AU , y todos 
iguales entre sí (31^9); y se tendrá 

AG^njxAü, ag=^nxau:=nxAXJi 
y formando proporción será AG:ag::mx/iV:axau::m:n. 
£sta proporción y la anterior dará (§ 184 , s.*) 
ÁG:agr.AF:a/\ que es L. i .* Q. D. D. 

8." Si las altaras son iocoiDcnsurables , se de- 
maestra por un procedimiento semejante al que he- 
mos seguido (352), que la razón de AG;ag no puede 
•er mayor ni menor que AF;a/j luego será igual. 
L. s.oQ. D. D. 

394 Aunque hemos dicho en el teorema anterior 
que los paralelepípedos ban de ser rectos , y en los 
dos siguientes decimos rectángulos , es por la mayor 
jacilidad en las costruccionesj pues las proposiciones 
■e verifican en cualesquiera paralelepípedos. Porque 
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segan hemos 71810.(390), todo paralelepípedo se pue- 
de convertir eo uno recto y rectángulo igual en vo- 
lámenj luego lo que se demuestre de estos quedará 
demostrado de aquellos. 

395 Teor, Dos paralelepípedos rectángulos AG-, 
AK (fig. 117) de una misma altura AE, son entre 
tí como sui bases ABCD, AMNO , ó se tendrá 

AG:AK::ABCD:AMNO. 
Dem. Habiendo colocado el buo al lado del otro 
como representa la Bgura, prolongúese el plano ONKL 
hasta que encuentre ai DCGH , cuya común sección 
sea PQ; y tendremos un tercer paralelepípedo AQ, 
que se podrá comparar con cada uno de los AG, AK. 
JLios AG, AQ que tienen la misma base A£IiD, dan 
AG:AQ::AB:AÜi 

igualmente los paralelepípedos AQ, AK, que tienes 
la misma base AOLE, dan AQ:AK:;AD:Ai\í; 
mnltiplicando ordenadamente y omitiendo (191) el 
factor común AQ, será AG:AK:;;ABxADrAOxAM; 
pero ABxAIX representa (353 esc.) la base ABCD, 
y AOxAM representa la AMNOj 
luego AG:AK::ABCD:AMNO, que es L. Q. D. D. 

396 Teor. Dos paralelepípedos rectángulos cua- 
lesquiera^ son entre sí como los productos de sus base»- 
por sus alturas^ ó como los productos de sus tres di- 
mensiones. 

Dem. Porque bahiendo colocado los dos parale- 
lepípedos AG, AZ (fig>>i7), de manera que sus su- 
perficies tengan el ángulo común BAE, prolongúense 
los planos necesarios para formar el tercer paralele- 
pípedo AK, de la misma altura que el AG, y (395) 
se tendrá AG:AK::ABCD:AMNO; 
pero (393) los dos paralelepípedos AK, AZ, que tie- 
nen la misma base AMNO , dan AK:A2::AE:AXi 
luego multiplicando ordenadamente estas dos propor- 
ciones y omitiendo el factor común AK, se tendrá ■ 

AG;AZ::ABCDxAE;AMNOxAXi 
y sustituyendo en vez de las bases ABCD, AMNO, 
sus yalorea ABxAD y AOxAM, será 
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AG:AZ:;ABjíADxAE:AOxAMxAX,qneeiL.Q.D.D. 
Cor. De aquí ae deduce que se puede tomar por 
medida de un paralelepípedo rectángulo el producto 
de su base por su altura , ó el producto de sus tres 
dimensiones i con tal que por esta éepresioo se en- 
tieada el proHucío de ios niímeroi de unidades linear 
les que contiene cada una. 

397 Para medir los voliioienes se ha elejido por 
.unidad el Cubo, cuyo lado sea también la anidad, 
.esto es, I vara, i pie, &c. Así, si el cubo a (fig.i i8) 
es el de una vara, y suponemos que está coatenida la 
vara eo BC siete veces, en CD dos, y ea GG cuatro, 
el paralelepípedo rectángulo CF será 

.. eo/.CF=;7X3X4 varas ciibícas =56 varas ciibicas, 
6 56 cubos iguaJes con el a que se toincí por unidad: 
- «orno lo manifieíta Is figura. 

398 Teor. El volumen de un paralelepípedo, y en 
'general el volumen de un prisma cualquieca, es igual 
al producto de su base por su altura. 

Dem. Porque. I." un parak-lepípedo cualquiera 
equivale (390) á uno recto y rectángulo de la misma 
altura y de una base equivaienie. Pero el voMmen 
de este se halla oiuiliplicaodo su base por su altura, 
luego el voltímen del primero es del aiisoio modo 
igtial al producto de su base por su filtura. 

2.'^ Tudo prisma triangular es la mitad de ua 
.psraleleprpedo de la misma altura y de dupla base; 
y como el voltímeu de este es igual i su Lase multi- 
plicada por su altura, resulta que la del prisma trian- 
gular es igual al producto de su base , mitad de la 
del paralelepípedo, muliiplicada por su altura. 

3." Va prisma cualquiera se puede dividir ea 
tantos prismas triangulares de la misma altura, co- 
irto triángulos se pueden furmar en el pol/gono qu« 
le sirve de base. Pero el voldiuen de cada prisma 
triangular es igual á su base multiplicada por so al- 
tura; y como la altura es la misma para todos, se 
Sigue que Ja suma de todos los prismas parciales será 
Igual á la suma de todos loí triángulos que les sirven 
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de bases, multiplicada por la altara comÜDi 

Luego el voldaien de nn prigoia cualquiera ea 

igual al producto de sa base por su altura. L, Q. D.D'. 

Cor. Laego los prismas gue tengan bases y altw 

ras iguales serán equivalentes^ ó iguales en volumen'. 

De la pirámide y medición de su superficie y volumen. 

399 Se liaraa'pirámide un poliedro que tiene por 
base una ñgura cualquiera v'j' cu^as caras son triáu> 
gulos que tienen un ángulo en un mismo punto, lla- 
mado cúspide ó vértice de ia pirámide ; tal es el 
SABCDE (fig. 1 1 9) eo que ei polígono ABCDE es la 
base de la pirámide , S su cdspide ó vértice , y los 
triángulos AS6, BSC, GSD, &c. las caras. Toda lí. 
Dea SO (figs. 119 y 120) que desde el vértice se tire 
perpeudiculamieute á la base d á su prolongacioo, 
se llama altura de la pirámide. 

Una pirámide es triangular , cuadrangular , í^c. 
según la base es uu triangulo, cuadrilátero, &c. 

Cuando el polígono de ia base es regular, y ade- 
mas la línea que desde el cúspide va al centro, del 
polígono es perpendicular i la base, la pirámids se 
llauaa regular^ y cuando Je falla alguna de estas dos. 
circunstancias, se llama irregular. Eu la regalar se 
llama apotema la perpendicular SK (fig. 119), que 
desde el cúspide S se tira en una de las caras al lar 
do AB de la base. 

400 Teor. En toda pirámide regular los trida'- 
galos laterales ASB, BSC, CSD, fcfc. (fig.i 19) son 
isósceles é iguales entre si. 

Dem, Por suponerse la pirámide regular, la SO será 
perpendicular el plano ABCDE, y los radios oblicuos 
AO, OB, &c. serán iguales; luego (368) las oblicuas 
SA, SB, se, &c. son iguales; luego los triángulos 
SAB, SBC, &c. son isdsceles; y como ademas tienen 
iguales los lados, AB, BC,&c. de la base, se infiere 
que ademas de ser isdsceles son (359) iguales. L.Q.D.D. 

Cor. Si se conciben planos por la altuia SO y por 
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cada ana de laa aristas, quedará dividida ¡apirami- 
de en tantas firámides íriángfUares iguales (384) co- 
mo lados tiene la base ; y coma aunque la pirámide 
sea irregular, se puede dividir su base desde un pun- 
to cualquiera de ejla^ ea tantos triiogulos como lados 
tiene, concibiendo planos por cada arista y por la lí- 
nea que une dicho punto con el vértice, quedará di- 
vidida la pirámide en tantas triangulares cama lados 
tiene. 

401 Teor. La superficie lateral S de toda pirá- 
mide regular es igual al perímetro P de la base por 
la mitad de la apotema, que llamaremos Ap., <f se tea- 
drá S=;Px|Ap. 

Dem. Por ser regular la pirámide, todos los trián- 
gulos laterales serán iguales , y por lo mismo la su- 
pcrfícíe lateral equivaldrá á tantas veces uno de ellos 
«orno caras tiene Ja pirámide; y como esta tiene tantas 
caras como lados la base , resulta que llamando n al 
iilimero de lados de la base, será 5^nxtri¿nguloSj 
pero la superficie de un triángulo tal como el ASB se 
halla multiplicando la mitad de la apotema Sk ó Ap. 
por el lado AB , que llamaremos £ ; luego la super- 
ficie de uno de los triángulos laterales será liX^Ap,^ 
lo que dará S=n'x.Ly.\Ap.=^nhx^Ap.\ 
j como n£=:P, se tendrá S=iPxiAp. que es L.Q.D.O. 

Esc. Si á la espresion de la superficie lateral aña- 
dimos la de la base, se tendrá la superficie total de 
la pirámide. Cuando la pirámide ó cualquier otro po- 
liedro es irregular, se baila separadamente la snper- 
fície de cada cara , y su suma será Ja superficie del 
poliedro. 

40a Teor. Si una pirámide SABCD (fíg. lai) se 
corfa eon un plano paralelo d la base ABCD, se veri- 
ficarán tres cosas. Primera. Este plano corlará á todas 
las aristas SA, SB, SC^ í^o. en partes proporcionales, 
que tendrán unas con otras la misma razón que las 
de otra recta SE, tirada desde el vértice de la pira' 
mide al plano de la base; y la misma razón también 
que dos lados homólogos cualesquiera AB , ab , de la 
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base y déla sección. Segunda. Ikt'techim ábed serd 
temejante á la base ABCD^ Tercera. La superficie 
de la base ABCD tendrá con la abed de la sección^ la 
misma razón que los cuadrados délas líneas SE, Se. 

Dem. 1 .' Si por la recta S£ y por ks sristas de 
la pirámide, se coDcibea Iob planoi SEA , S£B, SEG^ 
&c. estos cortaria á la sección abcd en las líneas ea^ 
eb, &c. que serán paralelas (373) Á las EA, EB, &c. 
laego (328) los triángulos ASfí, BSEvASB, BSC, &e. 
•eran semejantes á sus correspondjentes oSe, ¿Se, aSb^ 
bSc, Cs'c, y darán 
SE:Se;:SA:Síi::SB:SA::SC:Sc::&c.:&c.::AB:aftt.BC:¿c. 

s." Una vez que loa triángulos AEB, B£C, GED, 
&c. en que está dividida la base ABGD , tienen su» 
lados respectivamente proporcionales á los de los trián- 
gulos aeb, bec^ ced, &'c. en que está dividida la seccioa. 
abcd, resulta que todos estos triángulos son semejan- 
tes Qnos i otros (329) ; luego las dos figuras A£GDf 
abcd, también lo serán (341)- 

3.' y por ser semejantes Jas figuras ABCD, abcd, 
serán entre sí como los cuadrados de sus líneas hoind- 
íoga» (357 esc. I.") y por lo mismo 

ABCD:fl¿ctí::AB»:afi»:íSE=':Se% 
que es L. Q. D.D. 

Cor. Luego si se cortan dos pirámides SABCD, 
SFGH{ñg.i22) de iguales alturas SE, SE\ coa un 
plano paralela al de sus bases, las secciones abcd, fgh, 
tendrán una con otra la razón de las bases ABCD, 
FGH; y si estas son iguales , también lo serán las 
secciones. Porqucí por lo demostrado dltimamente, se- 
rá ABGD:a¿c<i::AB»:<i¿^::SE=:Se"; 
por la misma razón FGH./gA:;SE'":Se'*; pero SE=SE' 
por el supuesto, y como el plano es paralelo á las'ba-- 
ses, cortará partes iguales de las alturas; luego sien-' 
do Ee, EV iguales, los residuos Stf, Se' serán iguales, 
y por lo mismo las dos proporciones de arriba tendrán: 
igual la dllima razón; y formando proporción con las 
otras dos será ABCD:fl¿fd::FGH:/gA, 
¿ ABCD:FGH::íiicd:/gAi luego ai ABGD=FGH, i 
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resaltui ábedz:fgk, que es L. Q. D. D. 

Esc. Se dice de dos pirámides que soa semejan- 
tes , cuando suB bases aoa semejantes^ y tienao todaí 
las líneas tiomdlo^s proporcionales; y como tvdas las 
de la pirámide SABCD soa proporcionales con las de 
la Sabed, yABCD es semejante á abcd, resulta que 
la pirámide quitada ó deficiente Sabedy es semejante 
á la SABCD. .. 

403 La paite ABCDa&ciJ que queda , se llama 
tronco ó trozo de pirámide , d pirámide truncada ; j 
cuando la pirámide de que resulla el trozo es regular, 
su superficie lateral se halla multiplicando la parte 
4e la apotema comprendida entre las dos bases opues- 
tas , por la semisuma de los perímetros de las bases 
paralelas , ó por el perímetro de una sección lucha á 
distancias iguales de las bases paralelas, 
- Dem. Porque observando que todos los trapecios 
tendrán una misma altura Kk (ñg. 121) será 
Sup. lat. de trozo ABCDdflííA=AÍ+Bc-t-Cd-+-Da= 

;i ,,„. AB-Mi ,„ BG^c ^,^ CD-Wid 
(§3fi6)*Kx hifeKx -H-JtKx -*• 



ycomo(§ 356 esc.) 
AB-Hí6_ BC-4-Ac_ CD-Md DA-kí«_ 

B ~ ' ' 8. ~ ' a'""" " ^ a ~ ' 
resulte: 

Sup.Iat. de troBo=kKxmn-hkKxncH-kKxop-hkKxpm= 
ftKx(/M«-i-7íOH-op-t-pm)=JtKxperfm. de sec. equidis- 
tante de las bases paralelas. L. Q. D. D. 

404 Teor. A toda pirámide se le puede inscribir 
y circunscribir un número de prismas, de manera que 
la diferencia entre la suma de lot circunscritos y la 
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dejos inscritos sea mtnor que cttalquier cantidad dada. 

Dtm. Sea SABC (fig. 123) la pirámide propuesta, 
si se divide la altura en un niíinero cualquiera de par- 
tes iguales, V. g. en 4, y por los puntos de división, 
se conciben planos paralelos á su base, se tendrá di- 
vidida la pirámide en otra SQRT, y en tantos trozos 
QRTNMX, XMNHGF, FGHGBA, como partes tenia 
la altura menos nna. Goncibieado ahora un prisma 
ZVSTRQ, que tenga la misma base y altura que la 
pirámide, y en cada trozo dos prismas de la misma 
altura que el, que el uno tenga por base la mayor del 
tvozo y el otro la menor, se tendrá el número de pris- - 
mas circunscritos ZVSTRQ, OPTNMX, LKNHGF, 
DEHCBA , y el de los inscritos QRTNm/ , Xm'^Ugf 
PGHCAflj pero el primer prisma circunscrifo2 VSTRQ 
es igual (398 cor.) con el priaier inscrito QRTN/n/j el 
segundo circunscrito con el segundo inscrito, y el ter- 
cero con el tercero; luego la diferencia entre la suma 
de los circunscritos é inscritos estará representada por 
el dltimo circunscrito DEHCBA; y si inscribiéramos 
y circunscribiéramos duplo niimero de prismas, el di- 
timp circunscrito que espresaria la diferencia, seria dos 
veces menor que el D£HCBA;ycomo continuando del 
mismo modo,eliiltimo prisma circunscrito que espresa 
la diferencia, va haciéndose dos veces menor, al cabo 
de cierto tiempo llegará (229) á ser menor que cual- 
quier cantidad dada por pequeña que sea. L. Q. D. O. 

Cor. Siendo el voliimen de la pirámide mayor que 
la suma de los prismas inscritos, y menor que la de los 
circunscritos, con mas razón se le podrá inscribir ó 
circunscribir un número de prismas , de modo que la 
diferencia entre la suma de \cualesquiera de estos y 
el volumen de la pirámide , sea menor que cualquier 
cantidad dada por pequeña que sea. 

405 Teor. Dos pirámides de igual 'base y altura 
son iguales en volumen. 

Dem. Sean SABC, S'A'B'C las dos pirámides; si 
se' concibe dividida su altura en un mismo número 
de partes iguales, y por los puntos de divisioa se ba- 
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cea ptsBF planos , las aecciones qoe caiuen estos pía* 
nos serán iguales (40a cor.) ; concibiendo ahora ua 
prisma circunscrito á cada uaa de las partes en qae 
quedan divididas las pirámides, y llauuando S la so- 
, ma de los prismas circunscritos á SABC , j S' á ^ 
de los circunscritos á S'A'fi'C, se tendrá S=-S\ pnei 
cada prisma de la SABC es igual (¡g% cor.) con el 
correspondiente de la S'A'B'C; pero S se puede acer- 
car (404 cor.) i SABC , y S' á S'A'B'C tanto como 
se quiera; luego tenemos aquí dos cantidades S^ S\ 
rariables, pero siempre iguales, que se pueden Acer- 
car á las dos constantes SABC , S'A'B'C tanto como 
se quieraj luego (231 oor.) estas constantes son igua- 
les, y ee tiene SABC=S'A'B'C', que es L. Q. D. D. 

406 Teor. Todo prisma triangular ABCPDE 
(fig. 1 24) , se puede dividir en tres pirámides equi- 
valentes. 

Dem. . Si por las diagonales AD, AF de dos caras 
contiguas del prisma, se concibe un plano, qoedará 
dividido el prisma en dos pirámides una triangolar, 
AD£F(fig. 125), cuya base DEFy la altura AE se- 
rán tas mismas que las del prisma : y la otra cuadran- 
guiar (fig. 1 26) que tendrá por base á la otra cara del 
prisma, y por altura á la altura del triángulo BAG 
de la base. Si por Iss aristas DA , AG de esta se con- 
cibe un plano DAC, su común sección con el BCFD, 
será la diagonal DC, por lo que dicha pirámide que- 
dará dividida en otras dos triangulares AfiCD, ACDF, 
quf! tendráo bases iguales (313, i."), y una misma 
altura por tener su vértice común en A; por lo cual 
estas dos pirámides serán iguales en voldmen. Ahora, 
la pirámide DBAC se puede considerar que tiene por 
base al triángula BAC , que es una de las bases del 
prisma, y por altura la misma que la del prisma; j 
como ls8 dos bases opuestas de un prisma son igua- 
les, resulta que tas dos pirámides DBAC y ADEF 
(fig. 125) son iguales también en voMmeu; luego las 
tres pirámides son iguales en voliimen. L. Q. D. D. 

Cor. I .° Tuda pirámide triangular es el tercio de 
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HR prisma triangular de igual base y altura; porque 
equivaliendo el prisma BACFED (fig. IB4) á tres pi- 
rámides igusies con la ADEF, cada una de estas será 
el tercio del prisma; j como podemos concebir i toda 
pirámide dividida en tantas pirámides triangulares 
como lados tiene sn hase, y cada una será el tercio del 
prisma de igual base y altura, resulta, que eu general 
toda pirámide , de cualquier clase que sea , es igual 
ala tercera parte de un prisma de igual base y altura. 
Cor. 2° Luego siendo el voliimen del prisma (398) 
igual á la auperfície de su base multiplicada por su 
altura , el de la pirámide será igual á la superficie 
de la base multiplicada por el tercio de la altura. 

De los poliedros regulares^ 6 de los cinco cuerpos re- 
gulares. 

407 Se llaman poliedros regulares aqnellot coyas 
caras son polígonos regulares iguales, y cuyos ángu? 
los sdlidos son todos iguales entre »i. 

De estos srflo hay los cinco siguientes, á saben 
el tetraedro (fig. i2y) que es un cuerpo terminado 
por cuatro triángulos equiláteros iguales; el octaedro 
(fig. 1 2 8) que está terminado por ocho triángulos equi> 
Játeros iguales} el icosaedro (fig. i-¡g) que está ter* 
minado por reinte triángulos iguales; el exaedro'ó 
cubo (fig. 130) que está terminado por seis cuadra- 
dos iguales; y el dodecaedro (fig. 131) que está ter- 
minado por doce pentágonos iguales. 

Para halUr sn superficie, se h^lla la de ana cara, 
y se cnultiplica por el número de ellas. 

Para encontrar »a voJiimen , observaremos que 
siendo el tetraedro una pirámide, le hallaT¿mos con^ 
forme lo hemos dicho (406 cor. a-"); el octaedro n» 
viene á ser otra cosa que dos pirámides cuadriíngú- 
lares reuoidas-por su base, y la regla que acabamoB 
de citar nos dará su voliimen ; y siendo el e:(aedro 
un cobo nos servirá la regla dada (398J. 

Ahora, para hallar el voliimen del dodecsedro y 
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del icosaedro, loi conaidei^rémos como compaesto» 
de tantas pirámides como caras tienen, coya baae sea 
cada cara , j la altura la mhad de la distaocia que 
hay entre dos caras opuestas. ' 

J}e los tres cuerpos redondos. 

408 Se llama cuerpo redondo 6 de revolacion, el 
qae está terminado por ona superficie que no presenta 
esquinas ó ángulos sdlidos. 

Se llama cilindro un cirerpo cujas dos bases opneft* 
tas son dos círculos igaales j paralelos , y cuya su- 
perficie lateral es convela; tal es el EFCD (6g. tja); 
la línea Afi que nue los dos centros, se llama su eje\ 
cuandtv el eje es perpendicular. á las bases, el cilin- 
dro es recto; cuando no, oblicuo, tal como el EFCD 
(^S- '33) ^ ^" cuyo caso la altura es la'perpeadico- 
jar DO tirada desde un punto cualquiera de la base 
Baperior á la inferior <f á su prolongación. 

El cilindro recto se puede concebir orijinado de 
la revolución de nn rectángulo ABCD (fig. 13») al 
rededor del lado inmrfvil AB ; con este oiovimieato 
los lados AD, BG d^criben los círculos iguales DHP, 
CGQ, que son las bases del cilindro; el lado CD des- 
cribe su superficie lateral, y la línea AB es el eje del 
cilindro. 

£1 cilindro oblicuo se puede considerar formado 
del movimiento de un-círculo PGCQ (fig. 133) para- 
lelamente í sí mismo en la dirección de )a línea CD. 

409 Se dice que un poliedro cualquiera está ins- 
crito en un cuerpo redondo", cuando todos los vérti- 
ces de sus ángulos solidos se bailan en la superficie 
del cuerpo; y que está circunscrito, cuando todas sus 
caras son tangentes del mismo cuerpo , ó eóh tiene 
de común con él ana recta, estando todo lo demás de 
la cara fuera. 

410 Teor. Toda sección MERNiñgs, 132 y 133) 
hecha en un cilindro paralela á las bases , es un eür- 
eulo iffiai á las bases. 
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Dem. Por ser el plano MLK paralelo á la base 
FGC, se tiene (§ 375) PM=BS=KC=&c.; 
luego si se coQcibe ua niimero cualquiera de planos 
EABF, HABG, &c. que pasen por el eje AB, toda^ 
las figuras FBSM , GBSL , &c. serán para le logramos 
(311), que darán FB=MS, GB^tS, &c.j 
pero FB=GB=i&:c. ; luego ]VrS=LS=&c.; 
luego todos los punios de la seccioa distan igiijlniea- 
te de S , y por la mismo es un círculo j y como su 
radio es igual al de la base, resulta que el círculo 
sección será igual al de la base. h. Q. D. D. 

41 1 Teor. Si en el cilindro recto se inscriben y 
circunscriben dos prismas , la superficie del cilindro 
es mayor que la del inscrito, y menor que la del cir- 
cunscrito ; y la diferencia entre la superficie del cir- 
cunscrito y la del inscrito podrá llegar á ser menor 
que cualquier cantidad dada por pequeña que sea. 

Dem. 1° Sea p el per/metro de la base del pris- 
ma inscrito , cuya, superffcie lateral espresaréuios por 
cj y como su arista será el misoio lado X del cilin- 
dro , tendremos (§ 39a cor.) ti:=pxL (m). 

Ahora, si aumentase el aiimerp de lados, cregeria 
(308) el pf rime tro jT, y por consiguiente también cre- 
cerla la superficie o; y como el prisma que tenga mas 
lados', tendrá mas aristas comunes con la superficie 
del cilindro, y ademas la superScie de dicho prisma 
se hallará entre la del cilindro y la del prisma que 
tenga m¿nos, resulta que zs es una cantidad variable, 
que al paso que crece se acerca á la superficie con- 
vexa del cilindro, que es constante; luego (227) eati 
es mayor que aquella. L. i.^^Q. D. D. 

a." Si espresaiuos por P el perímetro de la base 
del prisma circunscrito, y por 11 su superficie lateral, 
se tendrá n=;Pxi(n). 

Ahora, si el niiuiero de lados d« la base aumenta, 
P disminuye (308), y por consiguiente también, dis- 
minuirá la superficie 11; pero el prisma que tiene mas^ 
lados se acerca mas á la superficie del cilindro, po^ 
tener mas aristas comunes con ella, y estar la luper- 

. T T.i; 
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ficie de dicho prisma entre la del cilindro y la del 
prisma que tiene ni¿nos lados; luegit II es ooa can- 
tidad variable, que at paso que mengua se acerca í 
una constante, que es la superficie del cilindro; lue^ 
(238) esta es menor qae aquella, L. 2," Q. D. D. 

3.° Si restamos las (ees. m , n) , se tendrá 

n— 0= PxL~pxL=(P~p)L. 

Y como P— p puede llegar (345) á ser menor que 

cualquier cantidad dada, se sigue (339 cor. 3.'') que 

también podrá lleg.'irlo lí ser la diferencia II — a en- 

tre las superficies de dichos |lrismaa. L. 3.*^ Q. D. D. 

Cor. Luego con mas razón se podrá circunscribir 
¿ inscribir un prisma á un cilindro, de manera que la 
diferencia entre sus superficies sea menor que cual- 
quier cantidad dada por pequeña que sea, 

412 Tcor, La superficie convexa de un cilindro 
recto , que llamaremos G- , es igual al producto de la 
circunferencia C de su base por su lado, ó G=CxL. 

Dem. Conservando las mismas denoininactnnes de 
antes, se tendrá n.^=PxL ; pero al paso que anmenii 
el niimero de ]ada$, disminuye dicha superficie 11 y 
íe va acercando á G, de modo que su diferencia puede 
llegar (411 cor.) á ser menor que cualquier cantidad 
dada , y como al misino tiempo el producto PxL se 
acerca.á CxL, pues P se puede acercar (345 cor.) áC 
tanto como se quiera, y el factor L es común, resulta 
qne las dos cantidades variables 11 y PxL , sieodo 
siempre iguales, se pueden acercar respectiva mea te 
á las dos constantes G^ CxL\ luego (231 cor.) estas 
son iguales , ó se tiene G^CxL , que es L. Q, D. D. 

Cor. Si en vez de C se sustituye su vajor (347)) 
'se tendrá G=2,i4i5gxDxL':=vDL=avRL^ qae es 
la fdrmula general de donde se deduce la superficie 
del semicilindro^ cuadrante de cilindro, &c. 

413 Teor. jÍ un cilindro recto se puede inscribir 
y circunscribir un prisma tal , que ¡a diferencia en- 
tré el volumen del circunscrito y del inscrito sea me- 
nor que cualquier cantidad dada por pequeña que tea. 

■ Dem^' Sean ahora 11' j zi' los roldmenes de dos 

/ ■ 
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prismas circunscrito é inscrito i un cilindro, qae tam- 
hicD llamaremos G; P', p' las superficies de sus bases^ 
y.A su altura común, que es la misma que la del ci- 
lindro, y (398) tendremos II'=P'xjÍ, -a'^p'xA^ 
que restando la una de la otra , resultará 
n'— n'=í''x^— p'x-í=(P'— />')x^i 
y como en este valor entra por factor í"— p', que (358) 
puede llegar i ser menor que cualquier cantidad da- 
da por pequeña que sea, se signe (3^9 cor. 3>'') que 
lo mismo Buoederíí á II' — o', que ea L. Q. U. I). - 

Cbr. Gomo el prisma inscrito es parte del cilin- 
dro, será menor que élj y como el circunscrito es to- 
do respecto del mismo cilindro, será mayor que é\. 
liUego can mas razón se podrá circunscribir ó ins' 
cribir un prisma en el cilindro, de modo que la di' 
ferencia entre cualquiera de sus volúmenes y el del 
cilindro , sea menor que cualquier cantidad dada. 

414 Teor. El volumen de un cilindro G es igual 
á la superficie C del circulo de su base multiplicada 
por su altura A, ó se tendrá G=GxA. 

Dem. Conservando las mismas denominaciones 
de antes, tendremos respecto del prisma circunscrito 
II'=;P'x^; pero si crece el numero de lados, II' se 
Ta acercando íG,áe modo que su diferencia.(4i3 cor.) 
puede llegar á ser menor que cualquier cantidad da- 
da; y comoal mismo tiempo la espresion de 11', esto 
es , P'xj4 , se puede acercar á Cxjd todo lo que se 
quiera , por hacerlo (358 cor.) P' áC y 9et A común, 
resulta que Iss dos cantidades variables é iguales 11' 
y P'xA , se pueden acercar todo lo que se quiera Á 
las 'dos constantes G y CxA; luego (23 1 cor.) estas son 
iguales , y se tieae G=CxA , que es I^, Q, D. D. 

Cor. Si en vez de ^(359 cor. 2.°) sustituimos sa 
valor, se tendrá G=itR^A; de esta fórmula se de- 
ducen todas las que tienen relación can el voliimeu 
del cilindro, seiuicilindro, sector cilindrico, &c.j y 
si se turiese A=Ry seria G=iiR3. 

Esc. La demostración anterior sirve tambieo pa- 
ra el cilindro oblicuo. 
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415 Se llama cono un cuerpo (figa. 134 y 135) 
que tiene por base un círculo, j eatá terminado por 
una supprfície curva que termina en ud punto S lla- 
mado ciispide á vértice del cono, tal es SCDBE; U 
línea que desde el ciispide^a al centro de la base^ 
ee Uaaia eje del cono ; cuando el eje es perpendicu- 
lar á la base, el codo es recto (fíg. 134); y cuando 
no, oblicuo (¿g. 135); en este se llama altura la per- 
pendicular bajada desde el cdspide á la iisse, d á SQ 
prolongación-, en el recto la altura es el aiismo eje. 

■ ' £t cono recto se orijina de un triángulo rectán- 

tulo SAB, que jira al rededor de tin catet^ji iflmdvil 
& ; pues en este movimiento el cateto A£ describe 
la base BDCE, y la hipotenusa SB que se llama la- 
do del cono, traza la superficie del cono. 

■ 416 TíOr. Toda sección FKHL (figs. 134 7 135) 
hecha en un cono paralela á su base , es un círculo. 

Dem, Concíbanse por el eje SA los planos SAD, 
SAB, &c. cuyas intersecciones con los planos para- 
lelos CDB, FKH, serán {375) lineas paralelasj por lo 
que los triángolos SAD , SAB , SAE , &c. darán 
S4!SGt:AD;GK, SA:SG::AB:GH, SA:SG::AE:GL,&-i 
y como estas proporciones tienen común la razón 
SA:SG, las otras serán iguales y darán 
AD:GK::AB:GH:;AE:Gi:.::&c.:&c.; 
pero los antecedentes son iguales por radios de la 
base; luego los conaecnenteg también lo serán, y se 
tendrá GK=GH=GL=&c. que manifiesta que disi 
' lando todos loa puntas de la sección igualmente del 
G, dicha sección será un círculo. L. Q. D. D. 

417 La parte FCDBH comprendida entre la base 
y la sección, se llama tronco, ó trozo de cono^ ó cono 
truneado. 

418 Teor. Si en un cono recto se inscriben y cir- 
cunscriben dos pirámides regulares, la superficie la- 
teral del cono es mayor gue la de la inscrita, y meaor 
que la de la circunscrita ; y la diferencia entre la 
supei-ficie de la inscrita y la de la circunscrita po- 
drá llegar á ser menor que cualquier cantidad dada. 
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Dem. 1." Seap d perímetro de la base de la pi- 
rámide iascrita, cuya superficie lateral espresarémoa 
por a , y sea / sa apotema , y (401) teodrémos 

Ahora, si aumentase el ntimero de lados, crecería 
(308) el perímetro/», y también crecería (368) la apo- 
tema 1; luego tamiiieo crecerá la superficie rs; y coma 
la pirámide que tenga mas lados, tendrá mas aristas 
comunes con la superficie del cono, y la superficie de 
dicha pirámide se hallará entre la dei cono y la de la 
pirámide de menor mimero de lados , resulta que la 
cantidad variable -a, al paso que crece, se acerca ¿ la 
euperficie convexa del cono , que es constante ; luego 
(227) esta es mayor que aquella. L. s.*' Q. J). D. 

2." Si espresamoa po£ P el perímetro de la base 
de la pirámide circunscrita, por L su apotema, que 
será el mismo lado del cono, y por II su saperficie 
lateral, se tendrá II=Pxii (n). 

Ahora, si aumenta el número de lados de la ba- 
£e, la L permanecerá la misma, P disminuirá (308), 
ypor consiguiente también disminuirá II; pero la 
pirámide que tiene mas lados, se acerca mas á la su- 
perficie del cono, por tener mas aristas comunes coa 
ella , y estar su superficie entre la del cono y la de 
la pirámide que tiene ni^uos lados; luego II es una 
variable que al paso que mengua, se acerca á una cons- 
tante que es la superficie del cono; luego (228) esta 
es menor que aquella. L. 2." Q. D. D. 

3.*^ Si restamos las (ees. m, □) se tendrá 
Tl—-a=PxiL~'pxll; 
pero p se puede acercar (345) i P y 1 á L todo lo que 
se quiera; purque / es una oblicua que se va separan- 
do cada vez mas de la perpendicular, que es el eje 
del cono, y L no varía; luegg si la diferencia de los 
factores P,L y p, I, puede ser menor que cualquier 
cantidad dada, la de la mitad de sus productos, y 
de consiguiente la diferencia TI — o, también lo po- 
drá llegar á ser. L. 3.° Q. D. D. 

Cor. Luego con mas razón te podrá circunscribir 
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6 inscribir una pirámide á un cono , tal que la dife- 
rencia enlre sus superficies sea menor que cualquier 
cantidad dada por pequeña que sea. 

419 Teor. La superficie lateral G de un coreo recto 
es igual á la circunferent^ia C de su base por la mi- 
tad de su lado L, ó G^Cx^L. 

Dem. CoDserrando Ips mismas d en om i naciones 
de antes, se tendrá n=Px^I-i pero al paso que au- 
menta el ntÍQiero de lados, disminuye dicha super- 
ficie n , y se va acercando á G, de modo que su 
diferencia puede (418 cor.) llegar á ser menor que 
cualquier cantidad dada; y como al miamo tiempo el 
producto Px^L se acerca á Cx^L, pues P se acerca 
(345 cor.) á C, y el factor ¿L es común , resulta que 
las dos cantidades variables II y Px^L, siendo siem- 
pre iguales, se pueden acercar respectivamente á las 
dos constantes G y Cx^L ; luego (23 1 cor.) estas soa 
iguales, ó se tiene G=íCx^L , que es L. Q. D. D. 

Cor. Sustituyendo en vez de C su valor (347)) 
será G=iiDxiL='itx2RxlL=i!RL; 
que es la fdrmula general que da todas las que lie- 
neo relación con la auperñcie del cono. 

420 Como , Cx^-£.=^Cxi , y si por el punto P 
medio del lado del cono se da una sección paralela á 
la base, la circunferencia F£HL será la mitad de la 
CDBE , por ser su radio la mitad (32a), se tendrá 
G=FKHLx//; que quiere decir, que la superficie 

, lateral de todo cono recto es igual á su lado multi- 
plicado por la circunferencia de un circilu paralelo 
á la base , y tirado por el punto medio del lado. 

421 Lo dicho respecto del cono y las pirámides 
inscritas y circunscritas en é\ , se aplica del mismo 
modo al trozo de cono recto, y los trozos de pirámi- 
des inscritos y circunscritos á ¿1; y se deduce que la 
superficie lateral de todo trozo de cono recto es igual 
á su lado multiplicado por la semisuma de las cir- 
cunferencias de las bases paralelas, ó á su lado mul- 
tiplicado por la circunferencia de un circulo trazada 
equidistante de las bases paralelas ; ó lo que es Jo 
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mismo (fig. 134) Superficie de trozo CDBELHKF=: 
CDBE+FKHL 

■pCx =iFCx circunferencia MN; 

2 

y si en vez de las circunferencias sustituimos (347) 
sus valores 2n'xCA, avxFG, y sacamos el factor co- 

CA-t-FG ^^ 

moo aw, se tendrá siip. de trozo ¡=3ffx xFC. 

s 

422 Teor. jÍ lodo cono se puede inscribir y cir- 
cunsarihir una pirámide , de modo que la diferencia 
entre su volumen sea menor que cualquier cantidad 
dada por pequeña que sea. 

Dem. Sean ahora 11' y v¡' los voldmenes de dos 
pirámides circuoecrita é inscrita al cono; P', p' las 
superficies de sus bases, y A ta altura común, que 
también es la del cono; y (406 cor. 2.°) tendrémoc 

n'=P'x^íí, ra'=/>'x^jí; 
que restando la una de la otra resultará 

Tl'—a'=P'>í\A~p'xli¡A={ P'~p')x\A; 
y como en este valor entra por factor P'^-p , que (358) 
puede llegar á ser menor que cualquier Cantidad da- 
da , se sigue (229 cor. 3.") que lo mismo sucederá á 
la diCerencia II' — ra', que es L. Q. D. D. 

Cor. Luege con mas razón se podrá inscribir y 
circunscribir al cono una pirámide tal que la dife- 
rencia entre su volumen y el del cono sea menor que 
cualquier cantidad dada por pequeña que sea. 

433 Teor. El volumen da todo cono recto G es 
igual d la superficie C de la base multiplicada por 
el tercio de la altura A , 6 G=Cx^A. 

Dem. Conservando las mismas denominaciones de 
antes, se tendrá respecto de la pirámide circunscrita 
Il—P'Xg-^; pero si crece el niímero de lados, IT' se 
va acercando á G , de modo (422 cor.) que su dife- 
rencia puede ser tan pequeüa como se quieiajy como 
al mismo tiempo la espresiun de 11', 6 P'x^A se pue- 
de acercar todo lo que se quiera i Cxj^A , por ha- 
cerlo (358 cor.) P' ÁC y ser ^A común, resulta que 
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las dos caDtida<]es variables é iguales IX' j P'x^^^ 
se pueden acercar todo lo que se quiera á las dos coas- 
tantes G y Cx^jÍ; luego (231 cor.) esias son iguffles, 
y se tiene G^Cx^-d, que es L. Q. D. D. 

Cor. 1.° Sustituyendo ea vez de Csu valor, será 
G^=vR'xfA ^ de esta, fórmula general salea todas 
las que tieoen relación con el voliimen del cofco. 

Cor. z.'' Y como el votdmen de un cilindro de 
igual base y altura que el cono seria CxjÍ, se sigue 
que lodo cono es la tercera parle de un Cilindro de 
igual base y altura. 

Esc. £1 volumen del trozo de cono C£>BL &e ha- 
llará restando del cono total el volumen del deficiente 
SFKH; pero como cuando se da el trozo, no se co- 
noce la altura total del cono, ni la del deficiente, será 
necesario de antemano determinar esta. Para conse- 
guirlo, sea jé la altura del trozo, x la del deficiente, 
R el radio de la base inferior, r el de la superior, y 
los triángulos semejantes SAC , SGF 
darán AC:FG::SJ:SG , ó It.r::A+x:x', 

' Ar 

de donde sale x= , 

R-r 

„ ^ , ^ Ar AR—Ar+Ar AR 

' R-r R~r R-r' 

luego tendremos 

Tol. de trozo CDBL= cono SCDB— tono SrKH= 
„^ , AR , , ^'• 

R3~r3 
irx^Ax--- ■■ - =irx^J{R'^-t-Rr+r^). 

4S4 Teor. Si un triángulo ABC {fig. 136) jira 
al rededor tíel lado mayor AC^ describirá un cuerpo 
cuyo volumen será igual á la superficie que describe 
uno de los otros lados AB , multiplicada por el ter- 
cio de la perpendicular Cq tirada á dicho lado , ó á 
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SU prolongación, desde el otro estremo Cdel lado que 
sirve de eje ; ó lo que es lo mismo 
vol.ABC=sup.ABxyCfi. ■ 
Dem. Si desde el punto B se concibe la perpen- 
dicular B¿ al eje, el cuerpo descrito por el triángulo 
ABC, se compondrá de doa codos, cuya base común 
eerá el círculo descrito por el radio BA ; luego (4a3) 
ci volumen de este cuerpo , <f voliímen ABC=: 
eonoCBA-HconoABA=cfrc."BAx^G/M-círu."BAx^A¿= 
cír.''BAx(JC6-4AA)=cir.''BAx^CA. 

Esto supuesto (§ 359 cor, a.") círc." B6=wBA*, 
y (S 419 cor.) Bup. cono AB=«xB6xAB; 
y formando proporcioa j simplificando la segunda 
TszoD por TxBA, será 

cír.''B¿:süp.cono AB: ; wxBA": wxBAxAB;:Bé: AB. 
Ahora, los triángulos rectángulos ABA, CjA, tie- 
nen ademas el ángulo en A común j luego son seme- 
jantes y dan-Cg:AC"Bfi:AB; 

y como esta proporción y la anterior tienen común 
Ja razón £A:AB , darán 

sup.cono AB 

círc. B¿:)up. cono AB::Cg:AC=C9X 

circ. Bp 

Sustituyendo este valor de AC en el anterior del 
voliimcn, y simplificando por circ.*'BA, se tendrá 

vol.ABC=círc.<'BAx*Cgx-^^^£^-— -=|C3XBUp.AB= 
círc. B A 

sap.ABxJCj , qoe es L. Q. D. D. 

Esc. Si el triángulo que jirase fuese el AB'C, en 
cuyo caso la perpendicular al lado AB' cae fuera, en 
vez de los triángulos ABA, AGi;, se compararían los 
AB'A', AC^, y se deduciria lo mismo. 

425 Si el triángulo fuese rectángulo comh DÚO 
(fíg. 137}, yjirase al rededor del punto O, permane- 
ciendo la UO perpendicular á MN, se verifica también 
la proposición^ esio es, que vol.DUO=sup.DUxJOU. 
En efecto, concibiendo la DM perpendicular á 
MN, el volumen del cuerpo enjendrado por DÚO 
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será igaal al del cilindro engendrado por DT70H, 
meaos el voldmen del cono eogeodrado por DM0, 
ó vol.DUO=vol.DUOM~Tol.DMO= 

círc.*' DMxDU— cfrc." DMx jOM= 
círc.'»DMx(DÜ-JOM>=círc.°OUx(DU-ÍDü)= 

cfrc."DMx4Dü=wxDM*;<fDUi 
pero la superficie cilindrica engendrada porDU ($41 s) 
ó 8[ip.cilínd.DÜ=circanf.DMxDÜ=asrxDMxDU, 

que daDU=— Í-— — ; 
^ s«-xDM* 

luego gustitujendo este valor de DU en la espiesion 
anterior del voliimen , Be tendrá 

BUP.DÜ 

TolDUO=7rxDM=x|x— í^ = 

aTxDM 

|DMxsup.DÜ=sup.DUxJOU, que es L. Q. D. D. 

Eíc. Obsérvese que siendo los dos triángulos 
DÚO , DOM ¡guales , el primero enjendra un vold- 
mea duplo del dei segundo; pues 

vol. DOM=círc.DMxíOM; 
y como entre loa dos- cuerpos valen el cilindro en- 
jendrado por DUOM ó círc.DMxOM, resulta que 
«1 del enjendrado por DÚO será 

vol.DUO=círc.OüxfOM. 
426 Teor. Si un polígono regular de un numero 
par de lados , se hace jirar al rededor de un diáme- 
tro del círculo circunscrito á dicho polígono, trazará 
un cuerpo cuya superficie será igual á la circunferen- 
cia de uno. de las radios rectos , multiplicada por el 
diámetro que sirve de eje : y su voliimen será igual 
á la superficie de dicho cuerpo ^ multiplicada por la 
tercera parte del radio recto de dicho polígono, 

Espl. Sea el polígono ABGDE &c. (fig. 138); di- 
go que si jira al rededor del diámetro AF del círculo 
circunscrito, describirá un cuerpo, cuya superficie s 
será igual á la circunferencia de un radio recto O^ 
muhiplicada por dicbo diámetro AF , 6 se tendrá 
j^cireunf.p^xAFj 
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y so voliimeñ o será igual á la saperficie del cuerpo, 
multiplicada por la tercera parte del radio recto Op, 
ó se tendrá w=:circunf.ppxAFx^j3. 

Coaír. Concíbanse desde ios estremos de cada la- 
do y desde su punto medio, las perpendiculares />p', 
B¿, mn. Ce, Jid , &c. i la AF, y ademas los radios 
rectos Op, Om, Oq, &c. ; con lo cual el cuerpo des- 
crito por el polígono »1 jirar , se compondrá del cono 
eojeadrado por AB, y de los trozos de cono enjendra- 
dos por los lados BC, CD (este será cilindro) &c. , y 
de otros- tantos iguales respectivamente por la parte 
de abajo de Oq^ por lo que hallando la superficie de 
cada uno de estos cuerpos y samando , se tendrá la 
superfície pedida. 

Lo mismo sucede con el volijmen ; pero como la 
fdrmuJa para hallar el del trozo del cono es muy 
complicada ', para hacer aplicación de ella , conside- 
rarémos el voliimen del cuerpo como compuesto del 
que enjendra el triángulo OBA, el 0GB, el OGj, &c. 
y sus iguales por la parte inferior; y sumándolos to- 
dos, se tendrá el voldmen total. 

Dem. i.° L.-1 superficie del cono (420) enjendra- 
do por AB es igual á ABxcircunf.pp'. 

La del trozo enjendrado por BC es ígaal (431) á 
BCxcircunf./nn. 

¥ la del cilindro trazado porCq es igml (4is) ^ 
C^xcircunf.Oí- 

Del mismo modo se procedería si el pob'gono tu- 
viese mas lados. 

Ahora, los triángulos AB¿, pOp' bod rectángulos, 
el uno en b, y el otro en p'j ademas tienen el ángulo 
ABA del primero igual ai pOp' del segundo, porque 
tienen iguales medidas, i saber, el ABfi la {304) mi- 
tad del arco A^ que es igual con Is mitad de AB^ 
y la ú)itad de este es la medida delpO^'; 
luego (331 cor. 2.") son semejantes, y darán 

Aii:Ab::Op:pp'::{§ 346)circuof.O/i:circunf.j)p'; 
de donde sale Alixcircunf./)p'=^Ai6xcircunf,OjO. 
Los triángulos BGx, 0/nn, que tienen sus trA lados 
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respectivameate perpendiculares, uíÁn (331 cor. 4,"} 

•emejanteB, y datía 

BC:Bx::0/n:/nn::circnnf.Offl:circQiir.nta; 
qne da BCxcircuiif'.m»=Bxxcircanf.Ofli. 

Obserrando ahora que 0p=:0m=0q:=&c. por 
radios rectas , y que 3x:^bc, Cq^ic, &c., gu&titn* 
yendo en vez de los valores que teníamos antes át 
las superficies, los que acabemos de sacar, y etiman- 
do, se tendrá sup. epjendrada por'ABC(f= 

Aíixc¡rcunf,0/)+¿cxcircunf,ü/)-HiOxcircu nf .Qp= 
CÍrcuDf.Opx(A ¿-t-Ac-í-cO)=ci rcunf-O/íJíAO; 
y como efita es la mitad de la superficie del cuerpo, 
duplicando el factor AO, se tendrá la del total, que 
será ;=c¡rcunf.OpxAF, que es L. i.° Q. D. D. 
s." Por lo demostrado (424) se teadri 
vol.ABO=3up.ABx^Opi 
el del triángulo BCO será igual al enjeodrado por 
OCU, uiiínos el enjeiidrado por OBU, 6 loque es lo 
misiDo vul.BCÓ=vol.UCO— voLÜBO= 
sup.UGx^Offi — sup.BUx iOm= 
^/HXÍsup.UG— sup.BU)=|0/nxsup.BC. 
Del mismo modo se coutinuaria prolougaudo lados, sí 
hubiese mas, hasta llegar al cuerpo enjeodrado por 
OCy, cuyo volduien (4^5) es, vol.OCg— sup.CffX^Oj. 
Sumando todos estos volúmenes parciales, y ob- 
servando que 0/)^0/íJ^D5^&c. , se tendrá 
volumen eiijendrado por ABCg=: 
■ Bup.ABx^Op+sup.BGx^Op-i-sup.GyxJOp^ 
{aup.ABH-sup.BG-i-sup.C5)x^/)=sop.AbCjx^/t. 

Este es el voliimen del semicuerpo enjeodrado por 
ABGD &c., por lo que duplicando el factor sup.ABCg, 
se tendrá el voltitnen eojendrado por todo el pol/gono, 
que será vol.ABCDEF=3sup.ABCgX'JOp— 
sup.ABGDEFx^íJ , que es L. a." Q. D. D. 

42^ Si el polígono estuviese circunscrito al cfr- 

culo, su volumen seria igual á la superficie del cuerpo 

multiplicada por la tercera parte del radio de dicho 

eirculo. 

4s3 Se llama esfera aa cuerpo terminado por ana 
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snperScie curra , cuyos puntos están todos i igual 
diMancia de uno que se Haina centro. 

La esfera se puede concebir enjendrada por el 
movimiento de un semicírculo DAÉK (fig. 139) al 
jirar al rededor del diámetro DK; pues cada punto.de 
la superficie de este cuerpo ae habrá orijinado de uno 
del semicírculo jenerador , que dista del centro una 
magnitud igual al radio de dicho semicírculo. 

£1 diámetro DK al rededor del cual ha jirado el 
femicírculo jenerador, se llama eje de la esfera; los 
estremos D y K del eje, se llaman polos; y radio de 
la esfera es uua Ifnea que desde el centro va á ter- 
minar á su superficie. 

429 £1 cuerpo DABG qne se orijína de la revo- 
lacion del sector de círculo DCA, se llama sector es- 
férico., el cual se compone de la parte DAFBM, que 
se llama casquete esférico , y del cono CAFBM : se 
llania Kona une parte de la superficie de la esfera 
comprendida por dos planos paralelos, que se llaman 
bases de la zona. 

430 Teor. Toda seoeion de Ja esfera por un pía- 
no es un círculo- 

Dem. Sea AFBM la sección causada por un plano 
en la esfera : desde el centro G concíbase la perpen- 
dicular CO al plano AMB , y diferentes rectas CM^ 
CM', &,c. á diferentes puntos de la curva AMB ea 
que termina la sección, y se tendrá que las oblicuas 
CM , GM', CB , son iguales por radios de la esfera; 
y por lo mismo la curva AFBM tiene todos sus pun* 
tos equidistantes del O , luego es un círculo. 

Gor. 1 ." Si la sección pasa por el centro de la 
esfera , su radio será el de la esfera ; y por lo mis- 
mo todos los círculos que resulten de pla»i& que pasen 
por el centro serán ¿guales. 

Estos se llaman círculos máximos , y los que no 
pasan por el centro se llaman círculos menores. 

Gor. 2.'^ Dos círculos máximos se dividen siem- 
pre en dos partes iguales^^ porque su coiRun iotenec- 
cion es un diámetro. 
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Cor. 3." Todo círculo mátcimo divide á la esfera 
y á su superficie en dos partes iguales, que se llainaa 
hemisferios^ porque sí despaes de haber separado di* 
chss dos partes , se las aplica sobre la base coman, 
las dos Euper£cíes coiocidiráa la aaa coa la otra, poc 
consiguiente seráo iguales. 

Cor. 4." Toda sección que no pase por el centro 
será ua círculo menor. 

Cor. 5.° Los círculos menores van siendo mas pe- 
menos á medida que se alejan del centro. 

Cor, 6.° Por dos puntos de la superficie déla es- 
fera se puede hacer pasar un arco de circula máximo^ 
porque los dus puntos dados y el centro deteraúnan 
la posición de un plano. 

Sin embargo , si los dos pontos fuesen los estie- 
mos de un diámetro, entdnces estos dos puntos y el 
centro estarían en línea recta, y habría tantas círca- 
los máximos como se quisiesen (365). 

431 Teor. Si en el semicírculo de que se orijiaa 
la esfera, se inscribe un semipolígono regular, se le 
circunscribe otro , y se concibe que jiren estos semi- 
poUgonos al mismo tiempo que el semicírculo, se ten- 
drá un cuerpo inscrito y otro circunscrito ; y la su- 
perficie de la esfera será mayor que la del cuerpo 
inscrito, y menor que la del circunscrito; y ¡a dife- 
rencia entre la superficie del circunscrito y del ins- 
crito podrá ser menor que cualquier cantidad dada. 

Espl: Sea s.c. la superfície del cuerpo descrito 
por el polígono inscrito AfiCD &c. (fig. 138), por r 
BU radío Op, por D el diámetro AF de la esfera o del 
circuló jenetradur; sea S.C. la superficie del cuerpo 
descrito por el polígono circunscrito , cuyo lado es 
XtL , BU radio recto tí del círculo jenerador ü , al eje 
GK le llainariímos /f ; y sea S.E. la superficie de la 
esfera descrita por el semicírculo ABCDEF; digo que 
se tendrá S.E.:>s.c., S.£.<iS.C., y S.C— s.c. podrá 
ser menor que cualquiercaniidad dada. 

Dem. I." Por Jo dicho (426, i,") se. tiene 
t.c.^clrcunf.rxi) (m). 
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ahora, bí aumenta el nijmero de lados crecerá el l'ac- - 
tor circunf;;-, pues que crecerá el radio r; el factor D 
•permanecerá eí mismo; luego deberá crecer (61, 3.") 
tambiea s.c á la superñcie del cuerpo inscrito , á 
medida que aumenta el mimero de lados del pol/gono 
jeücrador ; y como la superficie del cuerpo orijiaado 
por el polígono de mas lados , tendrá mas circunfe- 
reucias comunes con la superficie de la esfera, y ade- 
mas dicha superficie se hallará entre la del cuerpo 
orijinado por el polígono de menos lados , y la de la 
estera, resulta qué s.c. es una variable que al paso 
que crece se acerca á la superficie de la esfera, que 
es constante; luego (227) esta es mayor que aquella, 
ó S.E.>-s.c., que es L. i.° Q. D. D. 

E.** Igualmente se tendrá S.C.^xircaiif.RxíI(n)i 
pero aumentando el número de lados, disminuirá 
(344) el factor if , qoe se compone del diámetro D 
del círculo jenerador, y de las dos sajitas del polígo- 
no circunscrito; el factor circunf.ü es constante, por 
ser R el radio del círculo jenerador; luego (Ór, 3.") 
disojinuirá S.C^ y como al paso que mengua se acer- 
ca á la superficie de la esfera, por tener mas circun- 
ferencias comunes con ella,' y estar dicha superficie 
entre la del cuerpo enjendrado por el polígono de 
menos lados, y la de la esfera, se sigue (228) que 
S.E.<S.C. , que es L. 2." Q. D. D. 

3.** Restando ia ecuación (m) de la (n), resultará 
5.C.*— í .o.;=ci rcu n f.iíxií— circunf.rxi); 
pero circunf.r se puede acercar todo lo que se quiera 
á eircunf.R, pues (343) lo puede hacer r á 2i; y íí 
se puede acercar (344) todo lo que se quiera á D; 
luego si la diferencia entre los factores circunf.R, H, 
y circunf.r, D , puede llegar á ser menor que cual- 
quier ¿antidad dada , la de sus productos, y de con- 
siguiente la diferencia S.C. — s.c. también lo podrá 
llegar á ser. L. 3." Q. D. D. 

Cor. Luego con mas razón se podrá circunscribir 
ó inscribir á la esfera un cuerpo tal, que la diferen- 
cia entre cualquiera de sus superficies y la de la es- 
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fera sea menor gue cualquier cantidad dada. ■ 

433 T«or. 1ai tuperjiciede la esfera es igüaí A 
la circunferencia de un círculo máximo multiplicada 
por el diámetro. 

Dem. Conservando las miamaa denomioacíonea 
de áates, se tendrá respecto del cuerpo circuoicnto 

S.C.=circaDÍ.RxJIi 
pero al paso que aumenta el aiímero de lados del 
pol/gono, disuiiaDye S.C. 7 se va acercando á S.E. 
de modo que su diferencia (431 cor.) puede llegará 
ser menor que cualquier cantidad dada ; y como al 
mismo tiempo el producto circunf.RxH se acerca i 
circunf.RxD, pues H se acerca (344} iDy circunf.R 
es común, resolta que las dos cantidades variablej 
S.C. j circunf.RxH, siendo siempre iguales, se poe< 
den acercar respectivamente i las dos constautea S.E. 
y circunf.RxD ; luego (331 cor.) estas son iguales, 
ó se tiene S.E.=:circuaf.RxD ., que es L. Q. D. T>, 
Cor. Si en vez de circunf.R se sustituye sa v«- 
lo' (347). será 

S.E.=a «RxD=irxaRxD=fSxDxD=ivD*i 
que es la fórmula general que da todas las que tte- 
neu relación con la superficie de la esfera. 

433 Como la superficie de un círculo máximo de 
Ja esfera será «ü", y D*=(aR)^=4R% se sigua que 
la superficie de la esfera es cuadrupla de la de una 
de sus circuios máximos. 

434 T^eoT. A toda esfera, se pueden inscribir y cir- 
cunscribir dos cuerpos, tales, que la diferencia entre 
sus volúmenes sea menor que cualquier cantidad dada. 

Espl. Seaa ahora V.C, v.c. los volúmenes de dos 
cuerpos circunscrito é inscrito i la esfera; S.C., s.c, 
EU8 superficies ; R, r, los radios rectos de los polígo- 
nos je ueradores ; y digo que la diferencia F'.C,' — V.C. 
puede ser menor que cualquier cantidad dada. 

Dem. Por lo dicho (426) se tiene 
r.C.—S.C.x-^R, v.c.=s.c.xh-, 
y restando será F.C.—v.c.=^.C.^R—s.c.X^r; 
y como la diferencia entre los factores puede ser 
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/431 y 344) respectivamente menor qnc cualquier 
camidad dada, resulta que lo mismo sucederá á los 
productos , y de consiguiente á V.C.~v.c. cuyo va- 
lor espresa. L. Q. D. D, 

Cor. Luego can mas razón se podrá circunscribir^ 
6 inscribir en la esfera un cuerpo tal , que la dife- 
rencia entre su volumen y el de la esfera sea menor 
que cualquier cantidad dada por pequeña que sea. 

'435 Teor. El volumen de la. esfera V.É. es igual 
á su superficie S.E. multiplicada por el tercio del 
radio R, á V £=S.E.X'^R. 

Dem. Conservando las Diismas denominaciones 
de antes, se tendrá ^.C.=5.C.X^Ü; 
pero al paso que crece el niimero de lados del polí- 
gono jenerador, va acercándose K.C. á F'.E.^ de mo- 
do que su diferencia puede ser menor que cualquier 
cantidad dada (434 cor.); y como al mismo tiempo 
la espresion de f^.C. , esto es , S.C.xfR , se va acer- 
cando á S.E.y-^R todo lo que se quiera (asg cor. 3.") 
por hacerlo ,S.C. á S.E. , y ser común JK , resulta 
que las dos cantidades variables Í^^.C. y 5.C.'?t¿'íí, 
siendo siempre iguales , se pueden acercar todo lo 
que se quiera á las dos constantes F.E. y S.E.xj¡&i 
íuego (231 cor.) estas son iguales , y se tiene 
F:E.-S.E.X^R, que es L. Q. D. D. , 
Cor. Sustituyendo en vez de S.E. su valor (439Cor,), 
será r.E.='aD^x^R='ffD'x^D=^D3= 

¿X3,i4i39^c-X-D^=o,5a3595x^^, 
qae es la fdrmula de donde se sacan todas las jjue 
tienen relación con el volumen de la-esfera. 

Esc. I." Sustituyendo sR en vez de 2), el voM- 
men de la esfera será, ^.£.=^(ai^)*xíi^=4wx^ií^ 
y el del hemisferio EKG , que llamaráuos if, será 
ff=2trxiR^. Ahora, si concebimos el cilindro ELPG- 
circunscrito i la esfera , y cuya altura sea el radio 
de la misma esfera , su volúmeo llamándole G será 
(§ 414 cor.) G=:7rü3. 

Restando de esta ecuación la anterior, el resi--. 
dúo representará la porción de cilindro circunscrito 
^ ■ V T.I 
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ELTPGKZSQ , cnyo voliíuien tendrá por esjffesioD 
G-/f=wJi3-2irx^«3=(i-|)7r«3=yxf53. 
Esc, 2," Ahora podríaoios comparar laa espresío- 
nes de las superficies y volúineaes de todos los cuer- 
pos que hemos dado á conocer, y deteruiiuar la razón 
en que estaban; pero solo lo haremos con los que se 
llaman semejantes , qae son aquellos que están ter- 
mioados por un mismo numero de caras semejantes, 
T cuyos ángulos sdlidos homdlogos son iguaJes en 
ndniero y en cantidad. Sean ^, v, Jos volümenes de 
dos cuerpos semejantes; A, B, C, las tres* dimensio- 
nes qiie constituyen al prioiero, y a. A, c, las del se- 
gundo; y tendremos ^=ABC, v^abc^ y formando- 
proporción será F'w; :ABC:abc; y como por ser serne- 
jantes, todas sus dimensiones han de s^r proporcio- 
nales, sustituyendo (189) en vez de B, C y A, c, sus 
proporcionales A, a, se tendrá f^:v::ji^:a^i que ma- 
. nifiesta que ios volúmenes de dos cuerpos semejantes 
éon como los. cubos de sus dimensiones homólogos. 

TRIGONOMETRÍA RECTILÍNEA. 

436 Se llama Trigonometría la ciencia que trata 
de la resolución de los triángulos. Cuando el triángulo 
qae se ha de resolver es rectilíneo, la Trigonometría 
se llama pIíJTia, ó rectilínea; y cuando está formado 
sobre la superficie de una esfera por arcos de círculos 
máximos se llama Trigonometría esférica, 

£n todo triángulo hay seis cosas que considerar, 
í saber, tres lados^ y tres ángulos; tres de estos da- 
tos determinan un triángulo (con tal de que en los 
rectilíneos entre un lado), y por lo mismo ;1 objeto de 
la Trigonometría es resolver este problema general: 

Dadas tres de las seis cosas de que consta un trián- 
gulo , hallar las otras tres ; estos datos bien combi- 
nados, ofrecen los seis casos siguieat(;s para la reso- 
lución' de los triángulos. 

I. Dados los tres lados , hallar los tres ¿agulos. 
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n. Dad^ dos lados y el angula comprendido^ 
hallar el otro lado y los dos ángulos. 

III. Dado un ladoy los ángulos adyacentes ^ ha- 
llar el otro ángulo y los dos lados. 

IV. Dados dos ángulos y un lado opuesto á uno 
de ellos, hallar los otros dos lados y el tercer ángulo. 

V. Dados dos lados , y el ángulo opuesto á una 
de. ellos, hallar el otro lado y los dos ángulos. 

VI. Dados los tres ángulos, hallar los tres lados. 

437 Lüs tres primetus soa los de la igualdad de 
los triÚDgulos ; y coma el caarto es lo mismo que el 
tercero, porque dados dos ángulos se conoce el otro . 
(389 cor. i.°), resulta que ea los cuatro primeros ca- 
sos siempre se puede resolver el triángulo. 

438 Ea el quinto se pueden dar dos solucione! 
cuando el áugu to conocido es el opuesto al lado menor, 
parque los datos pueden corresponder á dos triángu- 
los, como manifiesta la (fig. 140) ea que los dos trián- 
gulos ABC , BDC tienen los mismos datos, á saber, 
común el ángulo en G, y el lado AS=BD. 

439 £1 sesto caso es de todo punto indeterminado 
en los triángulos rectilíneos; porque los datos pueden 
corresponder í cuantos triángulos se quieran ; pues 
tirando las be, b'c\ paralelas i BG (fig. 141), los trián- 
gulos ABG , \bc , A¿V, y otros muchísimos que se 
podrían formar, todos son equiángulos, y por consi- 
guieate tienen los mismos datos. Pero como en este 
caso loa triángulos son semejantes (331)7 tienen sua 
lados proporcionales , la Trigonometría manifiesta de 
un moda general la relación qufi tienen entre sí. 

44a Para fijar esta relación , y que quede deter- 
minada cuando se conoce uno de los lados, se ha 
inventado un conjunto ó sistema de líneas, que se 
llaman lineas trigonométricas -jlís cuales están do- 
tadas de dos propiedades importantes: i." que con su 
magnitud y signo determinan la magnitud absoluta 
de un arco, y de consiguiente la del ángulo de que ea 
medida i y 2.^ que dichas líneas ten proporciónate* 
eon los lados de lot triángulos. 
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441 Para darlas á conocer, coaeideremos na arco 
caalquiera AB (fíg- 142) , que teniendo sa prÍDci))io 
ú Ctrl/en en A , vaya i terminar en cualquier pauto 
B de la circunferencia; y lo que se diga de este arco 
Be deberá entender del ángulo ACB de que es medi- 
da. Esto supuesto, se llama seno recto ó seno de un 
«fco, la perpendicular tirada desde uno de sus estre- 
mos al radio Ó diámetro que pasa por el otro estrem<^ 
así, BO es el seno del arco AB. La parte AD del ra- 
dio ó diámetro interceptada entre el principio A del 
arco y el píe D del seno , se llama senouerso del mis- 
ino arco AB. Sí en el principio A del arco se tira ia 
tangente indefinida Ae , y se prolonga el radio CB 
hasta encontrarla en E, la parte AE se llama tan- 
gente trigonométrica ó tangente del arco AB ; y el 
radio CB prolongado basta encontrar á la tangente, 
esto es, la CE, se llama secante del mismo arco ; de 
manera que la tangente y secante se determinan md- 
taamente la una á la otra. Así, se dice que la tan- 
gente de un arco es la parte de la tangente tirada en 
uno de sus estremos , hasta encontrar al radio que 
pasa por el otro estremo ; y secante es el radio pro- 
longado que pasa por un estremo , hasta encontrar 
á la tangente tirada en el otro estremo. Donde se ve 
que todo arco tiene cuatro líneas : un seno^ ai) seno- 
verso , una tangente y una secante. 

442 Si consideramos ahora el arco BF, la BH 
será su seno , FU su senoverso , F6 su tangente , y 
CG su secante; y suponiendo que ABP sea un cua- 
drante, BP será complemento de AB, y las líneas 

. BH, FH, FG, CG, serán las líneas del complemento 
de AB. En machas ocasiones se hace aso de estas, 
refiriéndolas todas al arco primitivo; por lo cual & 
cada arco corresponden ocbo líneas trigonométricas: 
cuatro , propiamente suyas , y cuatro de su comple- 
mento , á saber : seno, senoverso, tangente, y secante, 
y las del complemento que se espresan coseno, eose- 
noverso, cotangente, y cosecante. Para introducir es- 
lía líneas en los cálculos , sdlo se escriben las letras 
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iodiípensables para que no se coafundan unas coa 
otras; así, siSlo ae pune sen., sea.ver.^ iong., sec.^ 
COS. , cos.ver. , coi. , y cosec. 

Cor, I." Como BH=iCD, por lados opuestos del 
rectángulo DCHB , se sigue que CD también será el 
coseno de AB , y por lo mismo en tirando el seno de 
UD arco, la parte interceptada entre su pie y el centro 
es el eoseno de dicho arco. 

Cor, 2," Luego si espresamos en términos trigo- 
nométricos la proporción (333, 1.°}, dirí que el-seno' 
verso de un arco ó de un ángulo es á su seno^ como el 
mismo seno es á la suma del radio y del coseno del 
mismo ángulo. 

443 Teor. El seno de un arco es la mitad de la 
cuerda de un arco duplo. ^ 

Dem. Porque si prolongamos el seno BD hasta 
que vuelva á encontrar á la circunferencia por abajo 
en el punto S,- tendremos que por ser CA perpendi- 
cular á BS , la dividirá (293) ea dos partes iguales 
en O, y también (294) al arco BAS; por consiguiente 
senAB=BD=JBS=|caerda BAS=|cuerda sAB, 
que era L. Q. D. D. 

Cor. Como (390) U mayor cuerda de un círcolo 
es el diámetro, resulta que su mitad, que es el seno 
de un coadrante, 6 el radio es el mayor seno que 
se puede considerar. 

444 Teor. Conocido el radio de un círculo se co- 
noce el valor absoluta de tres líneas trigonométricas, 
á saber : el seno de un cuadrante, que es el mismo ra- 
dio; la tangente de 45°, que también es igual al radio; 
y el seno de 30° que es igual á la mitad del radio. 

Dem. I ." Está fundado en lo que se acaba de de- 
mostrar (443 cor.). 

3." Si se supone el arco AB 6 el ángulo AGB de 
45°, el AEG valdrá también 45°; luego el triángulo"^ 
EAC es istíscelea, y da AE=AC , ó tang.45°=fí. 

3,** Si el'arco AB fuese de 30° , su duplo BA3 
valdria 60°, y la cuerda BS seria lado de exágono 
regular que es (317 cor. 6."} igual al radio R; luego 
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sa mitad BD ó Ben.30°=í¿í, que es L. Q. D. D. 

445 Teor. Dado el teño de un arco y H radio, se 
pueden determinar en valores suyos todas las demás 
lineas trigonométricas. 

Dem. £1 triitngulo BDC rectángulo en D, dará 



(33a cor.) BD»+DC»=BC»(a),í>DC=v'BC~BD"(fa)j 

y sustituyendo sns valores será cofl.=v'Ji' — sen.' (c). 

Haciendo ií=i, Jas ecuaciones de arriba se con- 
vierten en 

8en.*-f-cos.*=: I (d), cos.s=\/] — sen.* (e). 

Ahora, por ser AE también perpendicular á AC, 
las BD, y AE serán paralelas, y los triángulos seme- 
jantes AEC , BDC darán 
DC.AC::BD:AEr:BG:EC; íí c03.:i::seD.:tang.;Ti:Bec. 

Donde despejando Ja tangente y 1» secapte , reS- 
riéndonos i la primera razón , se tendrá 






COS. COS. »/- 

Los triángulos BDC, GFC también son semejan- 
tes, por ser ambos rectángulos, el uno en D y el otro 
en F , y tener ademas el ángulo DBG=GCF por al- 
ternos internos entre las paralelas BD , FC, siendo 
GG la secante; luego darán 
BD;GF::DC:FG;;BC;GG, 6 sen.:K;oos:cot,;:i:ci>aec> 



IXI I 

cosec.= =r ñ\. 

sen. sen. 

Las ecaaciones (e), (f), (g), (h), (i), manifiesUB 

D.3l.zac.yGOOgle 
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que todas las líneas trigonométricas dependen del se- 
no y del radio. L. Q. D. D. 

Ése. £s muy cooveaieate eocomendar i Ix nie^ 
moría las fórmulas 

sen. 

taDg.= , sec.: 

coa. — o^... 

por las muchísimas trasformaciones de, que son sus- 
ceptibles, y que cada una da un valor particiiJar para 
la línea que se despeja. Ademas debe observarse que 
el triángulo rectángulo CAE da AC^=EG^— AE', 
6 i=sec.*— tang.", que también da sec.'^=i-HtaDg,"j 

y como de k (ec. g) se saca cos.= — será 



sec." i-Htang." 
446 Entendido esto, para determinar las altera- 
ciones que corresponden á las Hneas de un arco, por 
las qne puedan sobrevenir al mismo arco , y mani- 
festar la jcneralidad de las fórmulas bailadas, y su 
Conforoiidad con sus definiciones y costrucciones geo- 
métricas, prescindiremos del senoverso y cosenoverso, 
y principiaremos fijando las ideas del modo siguiente. 
Sea A el principio li oríjen de todos los arcos que 
vamos á considerar; y todos los arcos qne se cuenten 
desde A hacia B, F, &c. serán positivos, y todos los 
que se cuenten desde A hacia S, Y, Sac. serán negati- 
vos. Sea LAe una tangente indefinida, donde se han 
de contar todas las tangentes , llamando positivas las 
que se cuenten desde A para arriba, y negativas las 
contrarias; sea GFU una cotangente indefinida, don- 
de se han de contar todas las cotangentes , llamando 
positivas las que se cuenten á la izquierda del punto 
F, y negativas las que se cuentea á la derecha; ses 
AP el diámetro sobre que se han de tirar perpendi- 
culares todos los senos, llamando positivos los que 
estén por la parte de arriba, y negativos los que es- 
tén por la parte de abajo; sea este mismo diámetro 
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donde se han de cuntar lus cosenos, Jlamando posi- 
tivos los que estén i la izquierda , y negativos los 
^ue enea á la derecha del centro C; y como las se- 
cantes y cosecantes varían de dirección i cada arcot 
sin que ha^a línea ni punto fijo en que ee puedan 
contar, sdlo las llamaréinos negativas cuando no cnm- 
plan eiactamente con su definición; 6 lo que es lo 
mismo , cuando no sea el radio que pasa por el otro 
estremo del arco el que encuentra á la tangente, sino 
el radio que está en dirección opuesta. 

Sentado esto , si el arco AB crece y se convierte 
en ABA, su seno bd será mayor que BD; porque á 
mayor arco bÁt corresponderá mayor cuerda que á 
BAS , esto es , M>BS ; luego J¿t>^BS, 
ó seD.AB¿>sen.AB. 

El coseno Cd sertí menor que el CD del primero, 
porque es parte respecto de éi. La tangente Ae será 
mayor que la A£ del primero; porque como la lia 
de determinar la secaate C¿, y esta pasa por fuera 
de la CE, la irá á encontrar mas arriba (o' por fuera) 
del punto £. La secante Ce ha de ser mayor que la 
CE, por separarse mas de la perpendicular CA. La 
cotangente í'g debe ser menor que FG , porque de- 
biéndola terminar el radio C¿ prolongado, y estando 
este entre CG y CF deberá encontrar i la FG antes 
del punto G. La cosecante Cg debe Ser menor que la 
CG, porque se separa méiius de la perpendicular CF. 
Luego cuando crece un arco sin llegar al cuadrante^ 
crecen sus líneas y menguan sus colineas. 

Esto mismo lo confirman las fiírmulas (445) qoe 
espresan sus valores. 

447 Si el arco ABA continiía creciendo, y se con- 
TÍerte en el cuadrante AJSF , eottínces de las seis lí- 
neas trigonomát ricas, dos son iguales con cero, á saber, 
el coseno y la cotangente j dos con el radio , i saber, - 
el seno y la cosecante ; y dos infinitas , á saber , la 
tangen/e y la secante. 

En efecto, ei coseno se reduce i cero; porque ha- 
biéndose confundido el estremo del arco con el radio 
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GF no hay distancia niagiina entre el pie del seno y 
el centro. La cotangente lo hace igualmente, porqne 
ha de ser la parte de la tangente geométrica levan- 
tada en el punto F, y conipreadida entre dicho pun- 
to. y ei paraje en que la encuentre el radio que pasa 
por F; luego para encontrar i dicho radio no Decesi^■ 
ta salir ni separarse del punto F, y por lo mismo se 
reducirá á cero dicha cotangente. 

Siendo el seno entdoces la mitad de la cnerda de 
180° ó K, que es el diámetro , se convierte en el ra- 
dio. La cosecante es también igual al radío ; porque 
la cosecante es el radio prolongado hasta que encuen- 
tre a la cotangente , qute se' ha reducido al punto Fj 
Juego no se debe prolongar nada dicho radio para en- 
contrar á )a cotangente. 

Finalmente, la secante y tangente son infinitas; 
porque siendo ABF un cuadrante, la FC es perpen- 
dicular á AC ; y siéndolo también la AE, resulta que 
estas dos líneas son paralelas, y no se pueden encon- 
trar; luego serán inñnitas. 

Todo esto lo dan á conocer también las fdrmalat 
halladas (445), como cualquiera puede comprobarlo. 
448 Sea ahora el arco AFM; y se tendrá su seno. 
'tliü positivo^ su coseno I4C negativo^ su tangente 
AL negativa , y su secante CL negativa. Porque la 
tangente cae por la parte de abajo del punto A , y 
la secante en vez de ser- el radio CM prolongado ha- 
cia Q, es al contrario prolongado desde C hacia L. 
Para deducir sus valores negativos como deben ser, 
consideráronos los triángulas semejantes CNM, CAL, 
que dan GN;GA:;NM;AL:;CM:GL, 
if — ^x)S. : I : :8en. ; tang. ; : I ;sec.. 



La cotangente FV es negativa, y la cosecante CV es 
positiva; la cotangente es negativa, porque va desde 
F hacia la derecha; y la cosecante es positiva, porque 
siendo la secante del compleoieoto , es exactamente 



c .y Google 



314 TRIOONOMBTRfA tíMCtIhfSKA. 

el radío prolongado qae pasa por el estremo del arco 

baeta encontrar á la cotangente. 

Comparando los lados de los trí^ngoIoB semejan- 
tes CMN, CFV, se obtienen estos misinos Resultados. 

449 Suponj^amos que continda el arco creciendo; 
y se convierte en Af*?; y se tendrá su seno ^o, so 
C08.^9— I, su tang.^:— o, su 8ec.= — i; su cotangente 
FV y su cosecante CP prolongada llegan á ser para- 
lelas, j por consiguiente son infinitas. 
y 450 Sea ahora el arco AF'PZ, y se tendrá su seno 
2N negativo ; su coseno CN negativo ; su tangente 
AE positiva; eu secante CE negativa (porque en vez 
de ser el radio CZ proFongado tiácia X, es el mismo 
radio prolongado hacia á la parte opuesta); sn cotan- 
gente IXt es positiva ; y su cosecante C6 (que son 
las líneas del complemento FPZ del arco que consi- 
deramos) es negativa ; la primera por ir desde F ha- 
cia la izquierda^ y la segunda- por las mismas razones 
que ya hemos dado, esto es, porque en ^cz de ser el 
radio CZ prolongado hacia X , lo está al contrario. 

Sus valorea se deducen de los triángulos seme- 
jantes CNZ, CAE, y de los CNZ, CGF. 

451 Supongamos ahora que el arco llega i ser los 
tres cuadrantes, esto es, AFPYj y tendremos su seno 
Cy negflíifo é :=: — i: su coseno que se reduce al panto 
C, será = — o; su tangente AE llega á ser =oa; y 
su secante CE=: — 00 (porque vienen á ser paralelas); 
su cotangente se reduce al punto F , y por consi- 
guiente es ^o; y su cosecante se reduce al radio CF 
negativo ó ^— i . 

45S Sea ahora el arco AFPYS el que vamos á 
considerar, y tendremos su seno SD negativoi su co- 
seno CD positivo ; su tangente AL negativa ; su se- 
cante Ch positiva; su cotangente FV negativa; y íO 
cosecante CV igualmente negativa. 

Para deducir sus valores se consideran los trián- 
gulos semejantes CD8, CAL, y los CDS, GPV. 

453 Supongamos ahora que el arco liega á ser 
toda la circunferencia; y se tendrá su seno ss— o; su 
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coseno =1 ; su tangente =— oj au eecaote =1 j ea 
cot.^ — 00; su cofec:^— 00. 

454 Si el arco continuase creciendo, se tendrían 
los miemos valores que antes , con sdlo atiadir una, 
dos ó mas circunferencias á cada arco de los que aca-^ 
bamos dé considerar. 

455 Consideremos ahora que el arco AE, en vez 
de ir creciendo, va menguando (con lo cual mengua- 
rao sus líneas y ciecerán sus colíneas) hasta llegar 
á cero, y tendremos: su seno =^0; bu coseno =1; su 
tangente s=o; su secante =¡; su cotangente =:::oo; y . 
Ru cosec.i=oo. Donde es digno de notarse que todas 
Jaa líneas de un arco cero son las mismas que las de 
la circunferencia entera; pero se diferencian en posi- 
ción , escepto el coseno y la secante. 

456 Supongamos ahora que el arco contimía menr 
guando todavía, ó por mejor decir, que crece eo nn 
sentido opuesto al de antes, y se llega i convertir eo 
AS, y tendremos su seno SD negativo ^ su coseno 
CD posíttvú;.sa tangente AL negativa^ su secante CL 
positiva; su cotangente FV negativa; y su cosecante 
CV también negatioa. 

La cotangente del arco negativo AS será la tan- 
gente del complemento de dicho arco; pero el com- 
plemento de un arco negativo debeser este mismo 
arco mas un cuadrante; luego el complemento de que 
tratamos es todo el arco SAF; y como la tangente de 
este arco es la FV negativa , y su secante es la CV 
también negativa, resulta que la tangente y cosecan- 
te del arco negativo son negativas. 

Luego cuando un arco pasa de positivo á negativo, 
sdlo varían de signo el seno, tangente, cotangente y 
cosecante ; y pern)anecea las mismas la secante y el 
coseno. 

457 Todo lo espuesto maníGesta la perfecta con- 
formidad de las fcírmulas de las líneas trigonométri- 
cas con su misma detioiciün y costruccion geométrica; 
y se deduce que conin tudas las líneas vienen espre- 
sadas en el seno y el coseno, en sabiendo los valores 
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absolutos y sigDoa de estos, se hará la sastitucion' 
conveoieate, y se teodráa los valores y sigDos de to- 
das las demás líneas trigonométricas. 

458 Para hacer esta sustitución con facilidad, 
conviene tener bien presente que en el primer coa- 
^raute que se considere se ti^ea senos y cosenos po- 
sitivos ; y en el a." senos positivos y cosenos negati- 
vos i en el 3." senos y cosenos negativos j y en el 4.° 
teños negativos y cosenos positivos. 

459 Consideremas ahora dos arcos AFM , PM, 
que el uno tenga su oríjen en A , y el otro en P, y 
que sean el uno suplemento del otro, ó entre los dos 
valgan la Semicircnafereocia , y tendremos que el 
seno MN cdnviene en nn todo á ambos arcos. £1 co- 
seno MT ó CN es también el mismo en magnitud 
para los dos arcos AFM, MP; pero se diferencian en 
posición , pues respecto del AFM se cuenta de«de el 
pie N del seno hacia el principio A del arco , y en 
el MP se cuenta desde el pie del seno hacia la parte 
opuesta del principio P del srco MP. La cotangente 
FV coníiene en magnitud á los dos arcos AFM, MP; 
pero se diferencian en posición, por razones análogas 
á las anteriores. Los triángulos CAL, CPQ, por tener 
CA=CP , los ángulos en C iguales por opuestos aJ 
vértice, y los en A y P por rectos, son iguales (a6i), 
y dan AL^PQ , GL^CQ; lo que manifiesta que h 
tangente y secante del arco AFM son iguales en mag- 
nitud á las del arco PMj pero ambas se diferencian 
eo posición , porque la tangente AL del primero se 
cuenta en un sentido opuesto á aquel en que se ha 
contado el arco ; y la PQ del segundo se cuenta en 
el mismo sentido qye su arco. La secsnte CL del ar- 
co AFM , en vez de ser el radio prolongado que paga 
por el estremo M del arco, es la prolongación de este 
radio en un «entido opuesto; la secante CQ del arco 
PM es positiva; porque cumple exacAmente con su 
definición. Esto mismo sucede á la cosecante CV, y 
de consiguiente conviene en magnitud y posición i 
ambos arcos. De donde resulta, que las lineas de un 
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arco son las mismas en magnitud que las de su tu-, 
plemento ; pero se diferencian en posición, escepto el 
seno y la cosecante, que convíenea en ua todo i am- 
bos arcos. 

Cor. geoer. De loda la doctrina espuesta ee de- 
duce que si espresamos por ^ir el cuadrante ABF, 
y por m el arcoBF, será 
■ 8eu.AB=sen.(ABF— BF)=sen.(|w— ín>=BD=cos.m, 
y cos.AB=cos.(¿'ír— n))^BH=^en.OT. 
Si se hace PM=ffj , será 
sen . AFIVI=3en .(i 7r-i-7»)=MN=:cos. m, 
y cos.AFIVI=cos.(|w+m)=— CN=— seD.íB. 

Y 9i hacemos PM=m , será 
sen.APM=sen(ArP— P¡Vl)=íen(«— m;^MN=seD.mi 
y cos.AFM=cüs.('jr— jji)=— GN=— COS.ÍM. 

460 Puesto que dado el radio R de un círculo, se 
conoce el seno de. un cuadrante y la tangente de 45° 
que son iguales con é\,y el seno de 30° que vale la 
mitad del. radio , y conocido el seno de un arco se 
pueden conocer todas sus líneas trigonométricas, Ta- 
mos á ver como por su niedío se podrió calcular las 
de todos los arcos; para lo cual se tienen las tres pro- 
posiciones siguientes en el supuesto de ser el radio 
ií=i, y de que paM indicar el cuadrado de una. 11-, 
nea trigonométrica de un arco jÍ , por ejemplo de un 
seno, se escribe indiferentemente sen.*^^, ó sen.^^fif . 
I .' Dado el seno de un arco A , el seno de la mitad 

viene espresado por sen.\A=il/' 2 — zV'i — sen.^A. 
Dem. Sea (fig. 143) ei arco AHB=^, y BD;sa 
seno ; con lo cual tendremos que si tiramos la cuer^^ 
da AB, 8D mitad AE será el seno pedido; y como 

. , AE=éAB-(§ 3 33, cor. 1 ."')|\/aACxAD= 



iv'2ACfAC-GD)=|\/2Xi(i-co8.AHB}ss ; 

f V'z— 2 eos . AHBzr:^\/a — 2C06..4fí= 

(j445,e)|K 9— av'i— íei.*-í) qae es L. Q. D.D. 

D.3l.zac.yGOOgle 
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3*. Dados los senos y por consiguiente (445) los 
cosenos de dos arcos A , B , los senos y cosenos de la 
suma y diferencia de dichas arcos son: 

{sen.{ji-f-B)—een.jicos,B-i'sea,Bcoi.jí (00), 
coa .ljí-hB)=^cos.já&>B.B — sen.jísea.B (ó), 
{seD.(jí'~B)=sea,j4ca8.E—3ea,Scoa.A. 
coe. (j4—B)^cüs.Acos.B-i-Ka.Asen.B. 
Dem. Sean (fig. 144) AB=A, j BD=B, los ar- 
cos dados; colocando el uno á continuacioii del otro, 
get£ ABD=AB+BD=^-t-5, y poniendo el BD des- 
de B hasta M, será AM=AB— BD=^— 5j 
luego bajando las perpendiculares DF, MP al radio AC 
•CDF=sen.ABD— flen.(^-HS), ^ 
, )gF=:cob.ABD— co8.(.í+£),( ,„. 
«^KMP^sen.AM=sen.(^-5),>(P) 
^CP=cos. AM=:cos.{^— 5),^ 
Para determinar estas líneas en valores de fas de 
los arcos dados, tiraremos la cuerda MD, y el radio 
CB qae (294 esc.) le ieri perpendicular, y también 
tiraremos la BE perpendicular á la AC, j teodré- 
mos que las Hneas de los arcos dados 

, j'BE=:sen.^, CE=co8.^, 
**™°\DH=3en.S, CH=cos.5, 

Si ahora tiramos la HK paralela i BE, y las HL^ 
MN, paralelas i la AC, y observamos que los trián- 
gulos MNH, HLD (por tener MH— HD por lo dicho 
antes, el ángulo HMN=DHL por correspondientes 
antre las paralelas MN, HL siendo MO la secante, 

;r el ángulo MHN=HDL, por la misma raaon entre 
as paralelas HK, DF, siendo también la secante MD) 
son iguales, y dan MN=HL, y NH=LDi Jas líneas 
DF, CF, MP, CP que tratamos de conocer, las po- 
dremos espresar del modo siguiente: 
■^DF=DL^-LF=DL-^HK, 
JCP=CK— FK=CK — HL, 
"S MP=NKt=HK-NH=HK — DL, 
, , . ¿GP=CK-f-KP=GK-f-MN=CK-í-HI,. 



c .y Google 



TKIOONOMBTRÍA RECTILÍNEA. 319 

Puesto que los triángulos CBE, CHX son semejautes^ 
. , f CB:CH::BE:HK::GE:GK, 
darán ^^ i :cos.B::8eii.-íí:HK;:co8.^:CK, 
que desp^ando el cuarto y gesto término, leñriéndo- 
□os á la primera razón , se tendrá 

HK=sen.^cos.5, CK=cos.^co8.B. 
Los triángulos CBE , DHL , por tener sus lados 
perpendicularea , serán (331 cor. 4.") semejantes y 
, , J* CB:DHí:BE:HL::CE:DL, 
darán^^j i:Ben.£::3en.^iHL::co8.^:DL, 
de donde resnltaríE, 

HL=sen.^sen.¿, DL^sen.£coii.^ 
Luego sustituyendo estos valores en las ecuacio- 
nes (P), y poniendo los primeros miembros por se- 
gundos, nos resultará 

{Bcn.(jtf-+'B)=aen.-ícoa.S-Men.Bco8.^, 
COS. (v^-+-íí)=cos.jÍcos.5 — sen.^sen,^. 
{8en.(jí~5)i=8eD.^cos.S— sen.5cos.-í. 
co8.(^ — B)^xos.jícos.B-*^«o.jÍ!ieD.£. 
que es L. Q. D. D. 

3.^ Dado el seno, y pOr constátente el coseno d* 
un arco A, el sen'o y coseno del arco disfelo son: 
8en.2^=33en.yíoos„4=5sen.^V'i— sen."^(p), 
Cos.2^=cos.^jÍ— sen.^^r:i~aBen.*^(q). 
J)em. No bay mas qae en las fórmulas anteriores 
faacer B^jÍ, y sustituir después en vez de cos.^ so 
igual *i/¡~ien.^A, y i— sen.*-4 en vez de cos.'-¿. 

Cor. Si hacemos zA=ji', será jÍ^^jÍ'í 
y, sustituimos en las fdrmnlaa anteriores , se tendrá 
- 8en.-ií'=:2Sen.J^'coi.í^'; 
cos,j4'=zcQ8,'i A' — sen .* ^A'; 
' y como tcis.^A'^i--sen.'^A\ será 

cos.^'— t— seD-^í^í'— sen.*íjí'=i — 2S^.*^A'. 
461 Si en la fárniola (m) se hace B=2A^ se coo* 
vertirá en 8en.3.í=:sen.^cos.E^+sen.2jíCo9.^i 
y poniendo en vez de cob.2^, ¿ea.aA^ y c^s.^, tos 
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valores (q), (p) y (e) (445J todo eapresado en valores 
del seno, ae tendrá 8en.3^=:sei].^(i— aseD.'^j-^* 
a se D . jÍ V^ I — sen.'^X \/ 1 — sen ?A^ 
Kta.A — íBen.3^-+-28eD.j4(i — sen.^y^)::; 
«n.^— asen^^-Hasen.ví — a8en.í-^=:3seny<— 48en'jf, 
que ea la fórmula que espreea el seno del arco triplo 
en valores del arco seccillo. Igualmente se puede ba- 
ilar el coseno del misino arco; y por procedimientos 
anáJogos se pueden determinar todas las Kaeas tri- 
" gonométricas de cualquier arco miiltíplo de otro dado. 

462 Ademas de la propiedad de determinar la 
magnitud del arco, se verifica también que todas las 
lineas ti-igonométrieas son proporcionales con los ra- 
dios de los circuios con que están trazados los arcos. 

Dem. E(i efecto, si suponemos que haciendo cen- 
tro eu C (fig.145) vértice del ángulo DCG, se trazan 
con los radios CA, CD, dos arcos de cfrculo AB, DG, ' 
y bajamos desde A y D, ias AP, DE perpendiculares 
á CG-, resultará que serán los senos respectivos de los 
arcos AB, DG, que tendrán un mismo ndmero de 

f;rados por ser ambos medida del áügulo DCG ¡ las 
íneas GP , CE , aeran sus cosenos ; y levantando en 
B y G las perpendiculares BN, GM á la CG, serán 
las tangentes , y CN , CM las secantes. Ahora los 
triángulos semejantes CDE, CAP-, dan 

CD:GA::DE:AP::GE:CP, 
ó poniendo en vez de estas líneas sus valorea, y acen- 
tnando laa Ifneas correspondientes al radio CA , que 
también seflalarémps con la Jí' acentuada , será 

Ü:it'::8en.:sen.'::co8.:co3/ (a); 
los triángulos semejantes CGM, CBN, también darán 

CG:GB::GM-^N::GM:CN, 
6 ií:Ü'::tang.:íang.'::sec.;sec.' (b). 

Ahora, completando los cuadrantes GDIh, BAQ, 
■e tendrá que'KS, QO, serán las cotangentes de los 
arcos GD, BAj y GS, CO- serán las cosecantes; y los 
triángulos semejantes CSR , COQ darán 

CR:CQ::RS:OQ::CS:CO, ' 
ó it:A'::cot.:cot.'::cosec.:coKc/ (c). 
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T como las tres series de razones iguales (a), (b), 
^c), tíeaen cooiun la razón K:R\ enlazando las de- 
más porque son iguales, se tendrá ií:ií'::sen.:Een.';: 
co8.:G08.'::tang:tang'::sec..'sec.''.icot.:cot'::eosec.:cosec'. 
Cor, Luego si respecto de un radio cualquiera se 
calculan estas líneas para todos los arcos , y ai lado 
de cada arco se pone el valor de las lineas trigono- 
métricas que le corresponden, las tablas que las con- 
tengan servirán para hallar estas mismas lineai 
cuando correspondan á otro radio j y ademas, poi 
medio de ellas cuando se dé un arco , ^e podrá de- 
terminar la magnitud de sus líneas trigonométricas\ 
y dada una .linea irigonomélrica , se podrá hallar el 
valor del arco á que corresponde, 

463 Las tablas que se formasen de este modo, esto 
es, que contuviesen el valor de las Ifnefis trigonuiii^- 
tricas en partes del radio', se llaman tablas trigono- 
métricas naturales^ pero como todos los cálcciJos te 
hacen por medio de proporciones, para hacer las ope- 
raciones con facilidad y prontitud , se ha lomado el 
medio de que las tablas contengan, no las líneas tri- 
gonométricas naturales, sino el logaritmo correspon- 
diente á dicho ndmero de partes del radio á que 
equivalgan ; y en este caso que es como las usamos, 
se Itaman tablas trigonométricas artificiales. Las de 
J>. Tadeo López y Aguilar, que como ya hemos di- 
cho en otra ocasión , son i las que nosotras nos refe- 
rimos, están calculadas de 10 en 10 segundos; cii;^a 
costruccion y uso omitimos por razones análogas Á 
las espuestas (208), y pasaremos á la 

Resolución de los triánffilos rectángulos. 

464 Para la resolución de los triángulos rect^n- 
^los BÓlo se necesitan dos proporciones generales, 
que se Ilanjan analogías. 

I .* El radio de las tablas es al seno de uno de 
los ángulos agudos , como la hipotenusa es al cateto 
opuesto á dicha ángulo agudo ; ó el radio de las tíu 
X X.I. 
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blas es al coseno de un ángulo agudo , como la hipo- 
tenusa es al cateto adyacente á dicho ángulo agudo; 
que puestas en proporciones daa 

{ií:sen.áng.ag.::hipot.:catet.op., 
ií :co3 . áng .ag. ; : hi p. : ca t . ad ^ . 
Dem. Eq efecto , sea GDE un triángulo rectán- 
gulo cualquiera; si con una parte CAj igual al radio 
de las íablas, se traza el arco AB, y se tira la per- 
pendicular AP, esta será el seno que se halle en las 
tablas, y CP el coseno; y los triángulos CAP, CDE, 
seiiíii seaiejantes (¿28) y darán 

{CA:AP::CDrDE, ó ii:sen.áng,ag.:;hip.tcat.op., 
GA;CP;:GD:GE, ó JÍ;cos:áng.ag.::tiip.;cat.ad/., 
que es L. Q. D. D. 

Esc. Como el radio de las tablas se considera, igual 
con la uoidad, resulta que bailando el cuarto térmi- 
110 en Ins dos proporciones de arriba, 

, yDE=:CDxAP=hÍp.xsen.áng.op. á DEj 
""■^CE=CDxGP=:hip.xcos.áng.ady. á GE, 
cuyas espresionee oíanifieBtan que ' un cateto de un 
triángulo rectángulo es igual á la hipotenitsa multi- 
plicada por el seno del ángulo opuesto, ó por el cose- 
no del ángulo adyacente, tomados en las tablas. 

465 2." £1 radio de las tablas es á la tangente 
de uno de los ángulos agudos , como el cateto adya- 
cente á dicho ángulo es al cateto opuesto, 
ó ií:tang.áng.ag.::cat.ad}'.:cat.op. 

Dem. Porque si después de haber descrito el arco 
¿B con el radio CA , igual al de las tablas, se tira 
la perpendicular- BN, esta será la tangente trigono- 
métrica del ángulo en C; y los triángulos semejautes 

CBN, GDE, darán CB:BN:lCE:DE, 
(f ií:tang.áng.ag.::cat.ady.;cat.op. (A), L. Q. D. D. 

Cor. De dónde tomando el radio por unidad, re- 
sulta DE:=CExBN, tí cat.=:tang.áng.op.Xcat.i 
que quiere decir, que en un triángulo rectángulo cual' 
quiera un cateto es igual á la tangente trigonométrica 
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'áe su ángulo opuesto multiplicada por et otro cateto. 
Esc. Se usará la pfimera analogía cuando la hi- 
potenusa entre en los da[os,y de Ja segunda cuando 00. 
466 Esto supuesto, para resolver el triángulo ABC 
(fig. 146) rectángulo en C, en que se da la hipotenusa 
AB=337 varas, y el ángulo -Í=3a°25'i5",7; se escri- 
ben los datos dentro de una llave como se ve eu (M) 
y las partes que se buscan dentro de otra (N) 5 se 
restará el ángulo A de 90" y se hallará el £ de 
57°34'44",3- 

(M) (N) 

CAng.5-57°34'44",3 
' BG- 175,3 1 7 varis. 
AC=;a76,03r varas. 
Para hallar los lados BC, AC, norservírá la pri- 
mera analogía alternada que será 

■R:3=?"sen.3a°25'i5",7:BC::co8.3a°25'i5",7:AC. 
Que hallando por logaritmos el cuarto y sesto tér- 
mino refiriéndonos á la primera razón , será 
^Iog,sen.32''25'io"= 9,7292566 



■c , AB:::32^ varas. -^ 

¿Ang.-Í=32°a5'i5",7. I 



log.BC= 



} part.corresp.á 5",7^; 

Í'og-Ssr = 2,5'454r8 

¿conip.Iog.JÍ =3 o 

suma ó log.i75,3i7=*2, 2438233 
■riog.cos.32°25'io"— 9,9264176 , 
I02 AC=<?P^'"*-'=''"^*P-^5",7= -76 

* )l"g-3=7 = 2,5145478 

■¿conip.log.lí :=. o 

suma ó log. 276, 031=3*2, 4409578 

cuyos valores se colocaD en la llave (N) y se tiene 
resuelto el triángulo. 

Esc. Si se conociese la hipotenusa y un cateto, 
se despejaria en la analogía general el segundo y 
cuarto .término , y quedaría resuelto el triángulo. 
. 467 Si se diesen eu el mismo triángulo un cateto, 
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AC / el áogulo A como se ve en (M); para hallar el 
ángulo £ se restará el A de 90°, y se tendrá el 
B de 5o°33'23",3 como se ve en (N). 
(M) . (N) 



varaa. 



■C AC=8b9 varas. 'C B=50°33'í3",3, 
■f 4''S-^=39'^^^'3^"»^* ^^50=682,004 vara 
¿Ang-Í^go". ¿AB=i073,485. 

Para hallar el lado BC nos servirá la segunda a 
logia, que dará JÍ:tang.39°a6'36",8::829:CB, 
que por logaritmos será: 



log.CB= 



riog.tang.39°a6'3o"= 9,915*034 

^par.cor.á a', 8= £93 

yog-829 ■= Si9'85545 . 

¿ comp.Iog.ií ^ o, 

suma 6 Iog.682,oo4^tai833787r 
£1 lado AB le hallaremos por la primera analogía 
invertida , que dará co8.39°26'36",8;ü::829:AB, 
que por logaritmos será: 

log.AB^^ log.ü =10,. . 

¿com.Iog.cos.39''a6'36",8=: 0,1122416 
suma 6 Iog.i073,485=*3,o30796i 
'^sc, 1.° Si se diesen los dos catetos se despeja- 
ría el segundo término de la proporción (A, 465), y 
después se hallaría la hipotenusa j con lo cual que- 
daría resuelto el triángulo. 

Esc. 2." En ios triángulos se pueden siempre co- 
nocer dos datoE sin necesidad de aualogfas , á saber, 
un ángulo en conccienda los otros dos (lo cual con- 
. viene igualmente á los oblicuángulos); y uno cual- 
quiera de los lados, cuando se conocen los otroS dos 
(332 cor.). Aunque es aYa& sencillo en estoB casos el 
cálculo Ingarítínico, sin embargo aquel puede servir 
, de comprobación, como se ve eu el primer caso, ea 
que se tiene 327*=i75, 317^+276, 031' con jnénos 
4e dos dá:ima8 de diferencia, que en nada influyen. 
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Resolución de ¡os triángulos obliiuángulos. 

468 La resolución de los triángulos ohUcaínga- 
los está fundada ea esta proposición genera): 

Los senos de los ángulos son como sus lados opuestos. 

Dem. En efecto, si en el triángnlo ABC (fig-t47) 
circunscribimos un círculo , y desde el ceutru O se 
tiran las OQ, OR, OS, perpendicn lares Á las AG, CB^ 
AB, y se une tambieu el centro O con los vi^rtices de 
los ángulos, se tendrá que el ángulo ABC será igual 
al AON , porque ambos tienen por medida el arco 
AN; y como eí seno de AON es AQ=iAC, este mis- 
mo será el seno del ángulo ABC, ó sen.ABC^^JAC. 
Asimismo será sen.BCA=|AB, y seD.BAC=ífiCí 
y formando tres razones de igualdad, será 

8en.ABC:áAC:;sen.BCA:|AB::Ben.BAC:JBC. 
Multiplicando por 2 los consecuentes, y eGcrt> 
hiendo abreviadamente, será 

seii.AílC:sen.BCA:seD.BAG::AC:AB:BC, 
ó (335 eSc, I .**) mas general 

sen.^:sen.£:sen.C::a:¿:c, que es L. Q. D. D. ' - 

469 Pasemos á resolver algunos ejemplos , y sea 
el primero, dados dos lados y el ángulo comprendi- 
do, hallar el otro lado y los dos ángulos. 

Para poder aplicar á este caso la analogía general,- 
ee necesario demostrar qne la mma de dos lados d» 
un triángulo es á su diferencia, como la tangente de 
la semisuma de los ángulos ■ opuestos á dichts tadoi' 
es á la tangente de su semidiferencia. 

Para lo cual , Ib proporción general. 
8en.^:BC::8en.S:AC, dará {§ 184, 6.") 
sen.^-t-aen,B:seu.^— sen.S:;BG4-AG:BC— AC(m). 

Sean ahora BS, CP (fig. 148) los seiius de doi 
arcos AB, ACj si se tira el diámetro AM y se pro- 
lenga la BS,eerí (>94) ^^ 3^<^ AI>=ACBi por cooei- 
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La analogía jeneral sen.^:BC"sen.S:AG::flen.C:AB, 
Será Ben.63°í3'5 ^",7:863 :rsen.4s°3o'a8",7:AC:: 
Ben.74°5'37",6:AB. 
DespejaDdo el cuarto y sesto térmiao, se tieae 

■r logreen 4s°3o'2o"=: 9,8397293 

I Ap_ Jp^^-'^*"'*^ ■ 8",7=r »oo 

"*"***— \log'.863 = 2,9360108 

¿com.log,sen.63°B3'53",7= 0,048594» 
Buma ó 10^.652,16^^2,8143543 

■Tlog.sen ^4''¿'^o"= 9,9830403 

, .-D Jpar.cor.á 7",6= 46 

log.AC-^ Iog.863 = 3,9360108 

¿coaip.log.gen.63°g3'53",7:= 0,048594a 
euina ó Iog.938,2i8^-í2^967649'9 
Con lo cual queda resuelto el triííngulo, y el va- 
Ibr de Jas partes Ituscadas es c^que se ve en (I>I). 

471 Dados dos lado» y el ángulo opuesto á uao 
de ellos , hallar el tercer lado y los dos ángulos. 

Este caso se resuelve como el anterior, y puede 
eii' algunos casos dar dos soluciones, porque los da- 
tos pueden convenir á dos triángulos (438). 

473 Las costruccioncs preparatorias que hemos 
tenida que hacer, se podrían evitar si entre las seís 
cosas que entran en un triángulo se pudiesen encon- 
trar tres ecuaciones ; pues en este caso dadas tres 
cosas se tendr-ian tres ecuaciones cen tres incógnitas, 
que se despejarían inmediatamente. Para esto obser- 
varemos, que (figs- 77 y 78) por lo dicho (335 esc.i.**) 
te tiene c'~fl'-+i)'±2ftxCD; 

y como (§ 464 esc.) CD:=acos.BCB, y en la figura 
primera que es la que da el signo -4- del ±, se tiene 

cos.BGD^:— cos.BCA:^— cos.C, 
sustituyendo este valor y saoando log análogos para 
los demás , se tendrá c'=a'-t-b' — aofixcos.C, 

¿'^fl^-fí'— 20CXCOS.B, a'— ¿^-(-c^~B¿cxcos,^, 
que sirven para conocer un lado, cuando se conocen 
los otros dos y el í(nguIo que forman. 
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, Deapgando los cosenos de los ángulos se tendrá 

aab aao 



2bc 

que sirven para conocer un ángulo cuando se cono- 
cen loe tres lados. 

Esc. Estas fórmulas se pueden poner bajo nna 
foriDa á que se puede aplicar inmediatamente el cál- 
culo logarítmico. 

Idea jeneral de la resolución de los triángulas ea- 

473 Queda indicado, y ahora repetimos, que se 
llaaia triángulo esférico una porción de la superficie 
de una esfera, comprendida por tres arcos de círculo 
máximo; tal es el ABC (fíg. i3i)que suponemos cos- 
truido en la superficie áá una esfera , cuyo centro 
está en O , y cuyos lados son los arcos de círculo 
máiiaio AB, AC, BG. 

Para fijar bien las ideas, conviene saber que todo 
triángulo esférico ABC determina ea el centro O de 
la esfera un ángulo salido , compuesto de tres planos 
JÍOB , AQC ,- hOC^ que tienen por medida respecti~ 
vamente los arcos 6 lados del misma triángulo AB. 
AC, BC. 

Ademas, el ángulo esférico CAB es el mismo qué 
el que forman las dos tangentes AE , AD , tiradat 
en el vértice A^ respectivamente á cada arco AC, AB. 
Porque la inclinación de estos arcos es la misma 
que la de los planos OAE, OAD en que se hallan, y 
cuya iuterseccion común es el radio AO ; pero la in- 
clinación de estos planos se mide (377) por el ángulo 
rectilíneo EAD formado por las dos perpendiculares 
AE, AD, á un mismo punto A de la común intersec- 
ción ; luego este ángulo será también el formado poF 
los arcos AC, A£, (f el esférico BAC, 
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474 Eáto supuesto, lo que dos propoaeoios es ha- 
llar la relación que tienen entre si Job lados AB, AC, 
BC, que Ilatnar^moB c, b, a, y los ángulos C, ^, ^, 
del triángulo esférico ABC. 

Para esto, sea el radio OA^i, y proldagaense 
los OG, OB, hasta que encuentren las tangentes eo 
E y ea D, y será AG la tangente trigonométrica del 
arco AC, y OE será la secante; y AD, OD serán la 
tangente y secante del arco AB. Únanse los pantos 
D / E, y el triingolo jectHfneo ADE dará (5 47a) 

DE*=:A E»-4-AD»— aAExADxcos.ví; 
6 haciendo D£=x, y sustituyendo en vez de estas 
líneas los valores que les hemos dado antes, será 

a;'=tang."¿+tang.*(; — atang.itang.ccos.^i 
el triángulo ODE dará igualmente 

. «"— 8ec.'¿-+-sec, 'c~2 sec.6sec.ccos.fl. 

Restando de esta ecuación la anterior, seténate 

o=sec.^6-(-6ec.* c — asee. ¿sec. ecos, a — 

taog.^A— tang.*c-t-Etang,¿tBng.ecos.jí; 
y teniendo presente (445 esc.) que sec,*A— t8ng.^i:=i 
y sec.*c — tang.*e=i. 

Esta ecuación después de dividir por s se coayer- 
tirj en i-+-tang.¿tang.cco8.^ — s6c.¿£ec.ccoe.(i:=o; 
y sustituyendo en vez de tang. y sec. sus valores, se 

sen.* sen.c ^ i i 

tendrá n x xcbs.jÍ x xcoB.a=o: 

C03.¿ C03.C cos.¿ cos.c 

ó haciendo las operaciones, reduciendo el- entera á 
la espacie del quebrado , suprimiendo el denomina- 
dor , y despejando cos.fl, se tendrá 

CDS.fl=co8.¿cos.c+sen.¿scn,ccos.^; 
y haciendo una costruccion semejante en cada ángulo, 
•e tendrá el sistema de ecuaciones 

'Ccos.a=:cos.Ací)8.c-í-sen.Asen .ecos . já t^ 
< cos.¿=:cos.acos.c^Efn.asen.ecoB.£ > (M)} 
¿Cü8.c=cos,acos.¿-+-sen.ascn.6co8^¿, 
que sirren para conocer an lado, cuando se 
loa otros dos y .el ángulo que forman. 
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42^5 Despejando en la primera cos.^ , se tendrá 

COS. (1— COS. ¿COS. c 



j si en la ecnacion, sen.'./í=i — cat.^A^ 
suEtltuiíaos este valor , será 

eos . 'a-f-coE .' ¿coa . *(^-2 eos . 0C08 . icos . c 
8en.»-í=i — — , 

aen.*¿sen,"c 

Reduciendo el entero Á la especie del quebra- 
do que le acompaña, sustituyendo en el numerador 
I— COS." en vez de sen.*, efectuando la multiplica- 
ción y reducción, multiplicando arriba y abajo por 
sen.^u, y estrajendo la raiz cuadrada st tendrá 

n.bcu.c 
sen. usen. ¿sen. c 
Representando por i^la fracción que multiplica 
á sen.a, y haciendo operaciones análogas con las otras 
dos «cuaciones (M) , se tendrá 

flen.y^=:i^xsen.a, sen.Jzzficsen.fi, sen.CriFxsen.c, 
(jue dan sen.^:gen.S:sen.£^:sen.a!een.¿:gen.c; 
que es la analogía jeneral de los triángulos esféricos 
y se enuncia : los senos de los ángulos son como los 
senos de los lados opuestos. 

4^6 Despejando los cosenos de los ángulos en lai 

„„ , ■ _ co8.a— cos.£ooB.e 

ecuaciones (M) , se tendrá cos..4=— 



C0S.5: 



sen. ¿sen. c 
cos.¿ — cos.acos.c cos.c — co8.cigos.£ 



sen. asen. ¿ 



que sirven para conocer un ángulo cuando se cono- 
cen los tres lados del triángulo. Pero para hallar el 
ángulo jé,',v. g. seria menester calcular separadamen- 
te por logaritnjos los términos eos. a y eos. ¿cos.c, ha- 
llar los Dtimeros á que correspondían, restar estos, y 
después hallar el logaritmo de la diferencia , y res- 
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tar de él el iügarittno de sen.baea.c ^ y esta dltlmi 
diferencia seria' el logaritioo de cob.jÍ ; y como esta 
operación seria muy embarazosa ea la práctica , se 
' han dado i dichas ecuaciones varias trasforoiaciones, 
con las cuales quedan resueltos en factores los segun- 
dos miembros, en esta forma: 



tea.iA: 



_|/ sen.í(fl+¿-.)seD.K^-.-c-¿) 



1 /sen,j(a+i — c)3en.^(í 
ien.jB=K ■: ;; 



if.iC_t'^ '"-*''"^°~°'"'°-^'' 



Cuyas formulas sirven para el mismo objeto, y se les 
puede aplicar inmediatamente el cilculo logarítmico. 

GEOMETRÍA PRÁCTICA 

ó API.ICACION Ofi LA OCOMETRÍA ELEMENTAL ¿ 
LAS DIFERENTES OPERACIONES QUE GE EJECUTAN 
, £N EL TERRENO. 

De la nivelación. 

477 Se llama nivelación la operación que enseda 
á'determinar lo que un punto está mas ó airaos dis- 
tante que otro del centro de la tierra. Para proceder 
con acierto en lo que vamos i esponer , debe saberse 
que la tierra que hasta estos dltimos tiempos se ha- 
bía tenido por esférica , se ha hallado que tiene la 
figura de una naranja . esto es', aplanada hacia loa 
polos, y prolongada bácia el ecuador } este apJana- 
namieuto no inñuye uada en las operaciones ordina- 
rias, y por lo mismo supondremos que la tierra es 
esférica como se ve (ñg. 152). Los puntos A , B, son 
los foios , U línea AB, se llama el eje de Ja tierraj 
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y la línea CD el diámetro', todo círculo máximo qu« 
pasa por ios polos, se llama meridiana de la tierra; 
el círculo iniÍJLiaio perpendicular al meridiano, se 
lama ecuador. £1 horizonte de uu lugar es el plano 
tangente i la superficie de la tierra , cuyo punto de 
coatacti) es el lugar mismo del observador ; línea 
horizontal es cualquier recta que se halla en este 
plano; línea vertical es la prolongación -del radio 
terrestre perpendicular al horizonte; un hilo de cu- 
yo estremú cuelga un cuerpo cualquiera , sédala la 
dirección vertical. 

478 Esto supuesto, todos los puntos de la super- 
ficie de las aguas ,. cuando se hallan en quietud , ó 
en jeneral dos 6 mas puntos equidistantes del centro 
de la tierra , están á un mismo nivel , ó están en el 
nivel verdadero ; tales son los A, R, U, &c.; y tam- 
bian'lo están los P, Q y M, ^, equidistantes del 
punto de contacto A de la horizontal MN. Los pun- 
tos que como A, Q, N, &c. distan desigualmente del 
centro O, se dice que están en el nivel aparente; por 
lo cual la línea horizontal AN, se Dama línea de ni- 
vel aparente; y la circunferencia terrestre ADBC, ó 
cualquiera otra concéntrica con ella , se llama línea 
de nivel verdadero. Asi, los puntos A, Q, están en el 
nivel aparente; los A, R, en el verdadero; y la parte 
QR del radio OR prolongado hasta Q , es lo que se 
llama diferencia del nivel aparente al verdadero. 
Cuando se hacen nivelaciones grandes y de impor- 
tancia conviene tener en consideración esta diferencia, 

479 En este compendio omitimos Ja descdpcioa 
de ios instrumentos con que se ejecutan las operacio- 
nes, tanto porque con sola la esplicacion sin tenerlos í 
la vista, es imposible formar una idea de ellos, como 
porque :su presencia y cuatro palabras del profesor 
aprovechan mas que diez hojas de esplicacio'n. No 
estante en el tratado elemental se halla la esplicacion 
de cada uno y la l^gura que le representa ; y así, su- 
poniendo que se tienen, decimos que para nivelar 
una piedra , una meu , ua plano de cualquier iiu- 
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truinento, se emplea el rtioel de albañil 6 el de aire. 

480 Para nivelar puntos que no disten demasia- 
do, se emplea el nivel de agua ; y bí la nivelación ha 
de aer mu/ grande , se asan niveles de aire coa pf« 
nulas ó anteojo. 

Cuando para averiguar la diferencia de nivel en« 
tre dos puntos, sdlo se coloca el nivel en un paraje, 
■e llama nivelación simple ; y cuando en dos ó mas, 
nivelación compuesta. 

Si te quiere hallar la diferencia de nivel entre 
los dos puntos C / D (ñg. 153), se colocará el nivel 
en B , sobre poco mas ó óigaos á igual distancia de 
C y D, y ta línea recta con ellos; se echará agua ea 
el nivel, y clavando dos miras ver ti cálmente en C jr 
D , se mirará por los puntos M , N de la superficie 
del agua , haciendo que otro suba tí baje la tablilla 
de la mira , hasta que la visual tirada por M y N, 
vaya i parar i la línea que separa lo blanco de lo 
negro, con lo cual los puntos E, F serfía dos puntos 
de nivel verdadero. Ahora, midiendo con una vara 
dividida ea pulgadas y líneas, ó mejor ea pies y de- 
cimales de pie , las alturas CE , DF , y restándolas, 
el residuo será la diferencia de nivel entre G y D, 
estando mas alto el punto G , cuya altura CE se ha 
encontrado menor. 

Esc. Para asegurar mejor la dirección de las vi- 
suales , suelen tener las tablillas de las miras la for- 
ma que representa la (ñg. 153 *); esto es, que suelea 
ser cuadradas ó circulares, con dos líneas 6 diáme- 
tros que s« crucen á ángulos rectos ; y eut<inces el 
ponto de intersección de dichas líneas ea el panto 
donde se debe dirijir la visual. 

481 Si la distancia entre los puntos es muy con- 
siderable , se emplea la nivelación compuesta, del 
modo siguiente. Supongo que se quiere hallar Ja di- 
ferencia de nivel entre los dos puntos A y D (fig.ig4)j 
lo primero se clava una mira en A, y se coloca el ni- 
vel en E; y (para no tener que atender á la diferen- 
cia del nivel aparente al verdadero) á igual disUncia 
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sobre poco tnaa ó menos, si se puede, v. g. en B, se 
clava otra mira ó estadal ; se señalan los puntos a j 
b de nivel, se averiguao las alturas Aa y Bb, y te 
apuntan eu un papel. Después se pasa el nivel i otro 
punto F , dejando clavada Is mira en B , y á igual 
distancia sobre poco mas d niéuos se coloca otra mira 
en C, se señalan los puntos de nivel e, c, y ae apan- 
tao las alturas Be, Ce. Se pasa el nivel á G, y coa 
las mismas circunstancias que antes, se averigua el 
valor de C/, Dd. Se suman los valores de Aa, Be, 
Cf, que representan las alturas de los primeros tér- 
minos , se suman igualmente los valores de B¿ , Ce, 
Vd , que representan las de los segundos ; se restan 
estas dos sumas , y el esceso espresará la diferencia 
de nivel : estando mas alto el primer término , si la 
suma de los primeros términos es meñorj y. el según* 
do , si la de estos lo es. 

De ¡a medición de las lineas. 

482 Para ejecutar cualquier opetacion , es Rece> 
sario primero medir una línea auxiliar, que se llama 
base. Los instrumentos que ordinariamente se em- 
plean, son ; ana cadena ó cuerda de 100 pies (d me- 
nos), jalones , piquetes y un mefzo. 

As(, si se quiere medir la distancia de A á £ 
(^g- > 55) 1 se colocarán los jalones B , G , D , en los 
plintos intermedios, de manera que mirando desde A 
á E queden todos cubiertos ; después de estar alinea- 
da ya la recta, se empieza la medición con la cadena 
ó cuerda, procurando que esté bien tirante; y segua 
las veces que se coloque se deducirá el número de 
pies de que consta la línea dada. 

483 Con sdlo la cadena y los jalone* se pueden 
resolver varios problemas. 

I." Formar un ángulo recto, ó tirar una perpen- 
dicular á una linea dada. 

Res. y Dem. Tdmense is pies 6 unidades en la 
cadena j coa los lados 3t 4 y 5) en que se descompo- 
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ne el 13, fórmese an triángulo, y el angula compren- 
dido por los lados 374 será el ángulo recta pedido, 

por consiguiente el un lado perpendicular al otro. 
'urque valiendo los lados del triángulo 3, 4 7 5, se 
tiene 3'-h4"^5*í luego el triángula qac se ha cos- 
truido (335 esc. 2°) es rectángnlo. 

Ese. Si se pidiese un ángulo de sesenta gradoa 
se formaría un triángulo equilátero. 

4Q4 Cuando se han de tirar muchas perpendica- 
lares, como sucede cuando hay que medir algnn ter- 
reno, d se va á trazar, un campamento , se llera el 
aparato que se llama cuerda de perpendiculares , j 
consiste en un triángulo iedsceles (fig, 156) ó eqai- 
látero con el cordel CE que divide en dos partes 
Iguales la base AB y sédala la dirección de la per- 
pendicular. 

Para hacer aso de ella se aplica lá base AB sobre 
la Unea á ^ue se ha de tirar la perpendicular de mo- 
do que el punto E caiga sobre el punto de' la línea 
en que ae ha de levantar ; y tirando del estremo M 
la cuerda EM, se tendrá la perpendicular pedida. 

Si este aparata se hiciese de madera fuerte, se 
podria llamar escuadra doble, y servirla con mucha 
utilidad'para tirar perpendiculares en puntos de lí- 
neas dadas, como para tirarlas desde pontos dados 
fuera de elias. 

485 s.° Medir una línea inaccesible. 

Res. y Dem. Sea AB (fig. 157) la línea inaccesi- 
ble, á causa del rio que la atraviesa; levántese en su 
estremo B una, perpendicular BL ; divídase en dos 
partes iguales en H , y clávese en este punto un pi- 
quete; levántese en L la perpendicular indefinida LD; 
hiisquese el punto D, desde el cual tirando ana vi- 
sual por H vaya á parar al punto A , y la línea LD 
será igual á la distancia AB que se pedia. ' 

Porque los triángulos ABH , HLD , son rectán- 
gulos en B y L, y tienen BH=:HL por costruccion, 
I' los ángulos en H iguales por opuestos ai vértice; 
negó estos triángulos son iguales, y das AB tt LD. 
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4S6 También se pueden medir las alturas acce- 
sibles é inaccesibles por supie. Así, si se quiere me- 
dir la torre AB (fig. 158), se plantará bien vertical- 
mente un jalón EG ; á alguna distancia de este jalon^ 
se plantará otro DF, de manera que se pueda ver el 
estrenio A de-la torre por un rayo visual FEA que 
rase con el estremo del piquete. Mírese también un 
punto de la torre tal como G por un rayo visual FGr 
que pase por H, de manera que CH=DF. 

Hecho esto, si se concibe la FG, será paralela é 
igual á la DB, y se tendrán los dos triángulos seme- 
jantes AGP, EHF, que dan rH:HE::FG:AG; 
y como los tres primeros términos de esta proporción 
son conocidos, porque se pueden medir, se sigue que 
si al cuarto AG se añade la parte GB que está debajo 
de la linea GP, que también se puede medir, se tendrá 
Ja altura AB de la torre ó de cuaJquier otro objeto. 
Esc. Si la torre fuese inaccesible por su pie , se 
mediria primero por el método anterior la distancia 
inaccesible BC lí BD , y se ejecutaría lo demás como 
se acaba de manifestar. 

De la medición de los ¿npilos. 

487 Para medir los ángulos sirven muchos ins- 
trumentos, á saber, la plancheta, grafómetro^ brújula^ 
teodolito, cuadrantes de circulo^ círculos repetidores, 
y recipidngulos. En el papel se trazan y miden los án- 
gulos con un semicírculo ACB graduado (fig. 1 59), que 
se coloca de modo que el centro O caiga en el vértice 
del ángulo, y sobre uno de los lados el diámetro del 
mismo círculo. De manera que si colocado sobre el 
ángulo BOD, hallamos que OD cae sobre la línea que 
señala 45°, diremos" que este es el valor de dicho án- 
gulo. Para que en uno de estos semicírculos se pu- 
diesen trazar medios grados, se necesitaría que fuese 
de un radio bastante grande; y si se quisiesen trazar 
basta minutoa, seria muy embarazoso el uso del ins- 
trumento. Para «vitar esto se ha ideado un media 
Y T. I. 
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seucillo, para obtener ioa ángaloscon instramentos 
de una regular magnitud. 

488 Para esplicarle, sea ACB (fíg. 160) el borde 
6 e! limbo de ua instrumento, que esté dividido ea 
partes qué se distingan bien, v. g. en grados ; ttjme- 
Ee un numero cualquiera de grados en el limbo, v. g, 
9"; tdmese ahora otra pieza del misoio metal que el 
, instrumento, y de una magnitud igual á la de los 9° 
que se tomaron, la cual se dividirá en 10 partes igua- 
les, esto es, en una cías que las que se tomaron en el 
instrumento; de consiguiente, cada espacio de esta 
pieza (que es lo que se llama núáez) vale -^ de gra- 
do 6 54 ininutosj y la diferencia de una división del 
nüñeí á una del limbo , d á nn grado, valdrá ó'. La 
pieza donde está el aúñez se aplica sobre el limbo, 
y jira al rededor del centro del iustrumento (d al 
contrario permanece fijo el ndlíez y jira el limbo); la 
primera división del niiñez, tiene por lo regular una 
flor de lis , y se llama línea de fe\ estk se hace que 
coincida con la división 0° á 180° en jeneral , d so- 
bre otra graduación bualquiera del limboj y la luag- 
nitud de un ángulo se aprecia por lo que se separa 
la línea de ie de dicha graduación. Ahora, si ta línea 
^e fe coincide exactamente con una división del lim- 
bo, el valor del ángnlo será el ndmero de grados 
comprendido desde cero hasta dicha línea; pero si 
la línea de fe cae entre dos divisiones del limbo, el 
ángulo pedido valdrá un cierto ndmero de grados, y 
una parte de grado que se valiia por la regla siguien- 
te ; véase la división del ndnez que mas coincide con 
una del limbo ; cuéntense los espacios del núñex des- 
de la línea de fe hasta la que coincide con la del lim- 
bo; multipliqúese el número de espacios hallado par 
la diferencia 6' {en nuestro caso, ó por lo que valga 
según otra división) que hay entre el espacio del lim- 
bo al del núñez ; y el producto serán los minutos que 
se deberán añadir al número de grados haliado. 

Con un ejemplo le entenderá bien esta regla y 
su dcauwtracioD. £n efecto, si se quiere averisuai 
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el valor del ángulo AOG, este valdrá el niímero de 
grados de) lijubo comprendido desde A hasta m (que 
asfol son 3), y ademas la parte mG ; ahora,' la Ifuea 
del niiñez que mas coacurre con la del liuiho, es la 
que pasa por B; y multiplicando los seis espacios del 
aúñez que hay desde OG hasta B por ó', A produc- 
to 36' serán los que se deben alladir á los 3'-' halla- 
dos; por lo que , el ángulo AOG vale 3°36', Porque 
si la línea del niiuez que coincide con la del limbo 
fuese la primera de aquel, el espacio mG valdría una 
vez la diferencia de los espacios del limbo y del nii- 
ñez, esto es, 6'; si fuese la segunda, el dicho espacio 
valdría is' ó zx6'; si fuese la tercera valdría 18' ó 
3x6', y así sucesivamente; luego siendo la Gesta, el 
espacio mG valdrá 6x6'=36', L. Q. D. D, 

489 Para averiguar los ángulos que forman entre 
sí tres puntos que se hallan sohre el terreno, se em- 
plea jeneralmeute la plancheta (fig. 161); sobre el 
tablero se estiende un pliego de papel , se señala el 
punto A adonde corresponde el vértice Q del ángulo 
del terreno; por las cerdas í , de la regla FG que se 
llama alidada, se dirijen visuales á los otros puntos 
C y B, y estas visuales se seíialan con un lapicero 
sobre el papel, donde queda formado el ángulo ¿Ae, 
igual al que forman los tres puntos B, Q, G, del ter- 
reno; y midiendo este ángulo con el semicírculo, se 
tendrá el que^se deseaba sobre el terreno. 

490 Por lo regular , lo que se intenta buscar es 
e) ángulo que forman dichos objetos , suponiéndolos 
proyectados en un plano horizontal que pase por el 
vértice j entdnces es esencial que se coloque el table- 
ro en una situación horizontal por medio de los ni- 
veles ; y como en este caso puede ocurrir el que los 
objetas B y C no se vean por el espacio que ocupan 
las cerdas, es preferible á la alidada un anteojo A 
(íig. 162), el cual ademas de tener la ci reunía ocia 
de poder bajar y subir, la puntería cuanto se nece- 
site , reúne la ventaja de distinguir lo» objetos con 
elaiidad y á mayor distancia. 
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491 Otro de los ioslrumentos que Birvea para 
medir los áugulos es la brújula (ñg. 163). 

Su CDDStruccioa y uso estriban en que las agujas 
tocadas á Ja piedra imán, se dinjen hacia el norte; 
y si colocada en un pataje se mira á un objeto cual- 
quiera, y se ve el áagulo que forma la aguja NS con 
la línea ABj y luego se mira á otro objeto y se de- 
termina el mismo ángulo , la diferencia entre estos 
dos ángulos observados, seri el ángulo que forman 
dichos objetos , si la aguja ha permanecido en ambos 
casos á un mismo lado de la linea AB. 

Si al enñlar el otro objeto, la aguja pasase al Otro 
lado de la líoea Afi, cl ingulo buscado estarla repre- 
sentado por la suma de los dos observados. 

493 De todos los instrumentos que se han inven-' 
tado para las operaciones jeodés ¡cas , los ma« á pro- 
ptísitosonel teodolito, ye! circulo repetidor de Borda. 
La primera operación que se practica es nivelar 
el teodolito, y tiene la ventaja de dar á un mismo 
tiempo y con un solo anteojo (aunque algunos tienea 
dos) , los ángulos horizontales y de elevación, 

493 Como la división de los instrumentos no pne- 
de llegar al grado de exactitud del cálculo y que se 
requiere en algunas ocasiones, se ba ideado cl círculo 
repetidor, cl cual tíeue la propiedad de que en yte 
del ángulo que se quiere averiguar, se puede tomar 
el duplo, el triplo, el cuadruplo, &c. y dividiendo 
después por 2', por 3, por 4, &c., se tendrá el in- 
gulo pedido con la mitad, tercera, cuarta, &c. parte 
del error que se debe sospechar en el instrumenta. 

Medir alturas y distancias accesibles é inaccesibles^ 
y modo de levantar los planos topográficos. 

494 Cuando se pnede uno acercar al píe de nna 
altura AB (ñg. 164)-, y en su plano se puede medir 
una base , ae eljje esta de manera que sea sobre poco 
mas 6 menos igual con la altura por medir ; se coIo> 
ca el instrumento en su estremo, y con él se mide el 
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ingalo de elevación AFG5 coa lo caal el rayo visual 
AF , el horizontal GF , y la parte AG de la altura, 
formarán un triángulo rectángulo, eu que se conoce 
ademas del ángulo recto en G, uno de los ángulos 
agudos, y el cateto FG que es igual con la base me- 
dida ÜD; Juego (465) hallaremos el lado AG, diciendo 
i£:tang.AFG;:GF=BD:AG; 
- y aiiadiendo á esto la parte BG , se tendrá toda la ' 
altura AB. 

495 Cuando hay algún obstáculo que impida el 
acercarse al pie como eü la {fig. i6g), y se puede me- 
dir sin embargo una base AB en el piano de su pie, 
se procede del modo siguiente : colocado el instru- 
mento en A , se toma el ángulo de elevación CAD; 
y colocado en B el ángulo CBA ; con lo cuál tenemos 

■ en primer lugar un triángulo CAB, en que conoce- 
mos el ángulo en B y el Jado AB , porque los hemos 
medido, y el ángulo CAB por ser suplemento del me- 
dido CAÍ>, y en virtud dejo dicho Í470) hallaremos 
el lado CA. Conocido este , queda determinado en el 
triángujo rectángulo CAD la hipotenusa y un ángu- 
lo, y podramos bailar (466) el cateto CD que es la 
altura que deseamos. 

496 Muchas veces no se sabe si la base está iS 
no en el mismo plano del pie de la altura , y aun el 
que no ae vea el pie de la altura por medir : en este 
caso es un poco mas complicada la operación. 

Supongamos qae se quiera medir la altura inac- 
cesible Cü (fig. 166); mediremos donde el terreno lo 
permita una base AB; en pl estremo A se colocará el 
instrumento, y se turnará el ángulo horizontal BAO 
y el vertical CAD; colocando en el otro eslremo B el 
instrumento, se tomará el ángulo horizontal DBA, y 
el vertical GBD. Hecho esto , el triángulo DAB nos 
dará (470) el valor de uno cualquiera de los lados, 
tal como AD-; con lo cual en el triángulo rectángulo '^ 
CAD se conocerá el cateto AD , y el ángulo CAD; 
luego (465) nos dará el valor de CD , que es lo qae 
se pedia. 
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497 Cuando la dütancia que se intenta medir es 
accesible , se ejecuta cooforme hemos dicbo se mide 
uaa base; cuando sólo es accesible por uno de sus es- 
treñios , se procederá del modo siguiente. 

Supongamos que sea la BG (fig. 167) la línea que 
se quiera medir; en este caso se medirá una base CA 
desde el estremo accesible G , j en sus esiremos me- 
* diremos los ángulos BGA, CAB, y la Trigooometria - 
(470) Qoa dará el lado BC. Para hacer esta operación 
con la plancheta, se coloca este instrumento de ma- 
nera qae su centro corresponda sobre el punto C del 
terreno ¡ después se tira en el papel una línea ca en 
la dirección de ta base, de una magnitud-tai que con- 
tenga tantas partes de una escala cualquiera , como 
veces está contenida la unidad de medida en la base 
CA ; después se dirije la visual por C al .punto B , y * 
se tira la cb indefinida; después se pone el instrn- 
mento eu A, y colocado el tablero de modo que la 
base ca se halle en la dirección AC de la base medi- 
da, se dirije la visual al punto B, se tira la a¿, j el 
ndmero de partes que cb contenga en la misma esca- 
la, será el ndinero de unidades que contenga la BC 
de la medida con que se midid la base CA. 

498 Si la distancia CD {fig. 1 68) es de todo punto 
inaccesible, mediremos una base AB que sea próxi- 
mamente paralela é igual con Ja distancia por medir 
CD. £n A tomaríamos los ángulos CAB, DAB, y pa- 
sando el instrumento á B tomaremos los ángulos CBA, 
DBA, y tendremos conocido en el triángulo CAB el 
lado AB y los ángulos adyacentes; luego la Trigono- 
metría (470) dará el valor del lado AC. En el trián- 
gulo DAB se conoce igualmente el lado AB y los 
ángulos adyacentes; luego podramos hallar el valor 
del lado AD. Ahora, en el triángula CAD tenemos 
conocidos los Jados CA, AD, por lo que acabamos de 
decir , y el ángulo CAD que furniao , por ser la di- 
ferencia entre los dos ángulos observados CAB, DAB; 
luego lu Trigonometría (469) dará la distaacia CD 
que buscábamos. 



)j,:»,-.Googic ■ 



OBOHETRÍA PRACTICA. 343 

499 Para hacer esta operación con la plancheta, 
■e culoca el iastrumento en uno de loa estremos de la 
bas^ j tai como A , j después de tirada la ab en la 
dirección de ella , se dirijeu las visuales á los pun- 
tos C, D, y se tiran ea «1 papel las ac, ad; después 
se pasa el instrumenta á fi y se tiran laa be, bd, en 
la dirección de las visoales dirijidas á las puntos C 
y D; y tomando con un compás la distancia cd, y 
averiguando su valor en la misma escala en qne se 
tomaron las partes de ab, que espresaban las unida- 
des de medida de AB, se teodrá el ndioero de uni- 
dades que contiene la CD. 

goo Se llama mapa ó plano topográfico el dibujo 
en que están representados todos los 'objetos de un 
pais de corta estension. Para manifestar cdmo se con- 
sigue esto, supondremos que se nos úé un terreno, en 
e) que se hallan los objetos C, D, E, F, .G, H, K, 
L (fig. 169), y que se qniere sacar un dibujo en que 
los objetos guarden la misma posición que tienen en 
el terreno. 

Para esto, lo primero que se jecuta es medir una 
base AB, desde cuyos estremos se vea el mayor nd- 
mero de objetos posible ; se* colocará el instrumento 
en A,, y se diríjirán visuales á Jos puntos C, D, E, 
F, &c. que se ven desde ambos estremos de la base; 
se pasará el instrumejitu á B, y se dirigirán visuales 
á los mismos objetos ; y tendremos que si el instru- 
mento era Ja plancheta , el cuncurso de las visualea 
en eJ papel determinará lus objetos; y sino lo es, en 
los estremos a y b de una J/oea ab, dé la misma mag- 
nitud que la base medida, se forman con un semi- 
círculo, los ángulos rab, dab, &'c. del mismo ndmero 
de grados que los ángulos observados CAB, DAB, &c. 
con lo cual los lados de estos ángulos prolongados, 
determinarán por au concorso los puntos c, d, 6fc. 
También se pudieron calcular por Trigonometría los 
lados ac, ad, &c. , pero esto es mas complicado. 

Para fijar Ja posición de los puntos K, H, L, que 
□O se ven desde auboa estremoa de la JÚse AB , s« 
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elije una naera base que se procura tenga sus estre-% 
mos en dos puntos Sjoa ya, y con relación 4 esta base 
■elijan los demás. Aquí, para fijar el K elejirémot 
por nueva base la distancia FG , y colocando en sus 
estremos el iustrumento, mediremos los ángulos KFG, 
KGF, que nos fijarán la posición del punto K. Para 
fijar los puntos H, L, elejirémos por basS la £F, y asi 
■e continuaría si quedaren mas puntos por determinar. 
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Toldmeoes en 4.**, á saber : Preeíot. 



Tomo I. parte r." Aritmética y AígeTíra. 30 r». 
Tomo I. parte a.' Geometría, Trígoao- 

metría rectilínea y Geometría prictica. 30 
Tomo II. parte i.'Trignnometría Esféri- 
ca, Aplicación del Algebra á la Geo- 
metria , Secciones Ctínicaa y Teoría 

general de las ecuaciones 30 

Tomo II. parte 9.' Funciones, Series, y 
los cálcalos diferencial é integral , con 

■ sos aplicaciones , 30 

Tomo JII. parte i.' Alectfnica, dividida 
en 8U8 cnatro tratados, í saber: üstáli- 
ea. Dinámica', Hidrosiática é Hidro- 
dinámica n ; 30 

Compendio de Matemáticas puras y |nis* 

US, dos tomos en 8." prolongado 40 

Id. en papel grande y bufoa pasta 100 

Aritmética de nidos, en rdstica 4 

Id. en pasta ;....,.... 6 

Tabla sindptica del arte militar 7 

'Memoria sobre la Garvatnra de las lí- 
neas &c M 14 

Compendio de Mecánica práctica &c 14 

Disertación sobre el modo de perfeccio- 
nar la Agricaltara &c 4 
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